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俞 言 


本书是从我们近几年编写的讲义经过修改、补充而成的，目 
的是介绾代数学最基本的知识. 

群、环、模与域是四个基本的代数结构，对于它们的了解不 
但一般数学工作者是必要的，对于要用代数的科学工作者也是必 
要的，我们在第一牵到第七章中给出了这 W 个代数褚构的基本性 
质.第八章简单地介绍了伽罗瓦理论，我们 认为这 是一般数学工 
怍者应该掌猩的知识 . 第九章对#重线性代数怍了初步的介绍， 
多重线 性嘥数应该是线性代数的一部分，不过根据我们的经验， 
要真正理解这部分内容需要一定的数学的成熟性，因之，放在本 
书的最后供读者参考，初等数论和集合论的某些知 i 只是学习代数 
的必要的准备，考虑到不同的读者对它们有不同程度的了解，因 
之在第零章中我们罗列了这两方面必要的事实. 

本书的取村大体上相当于一个学年课程的教材.当然，如果 
用作教材*那么教师可以根据学生的情况适当选取其中的一部 
分.誓如，在学生已经掌握了第一章的内容之后，第二章到第七 
章的内容可以安排成 一+ 学期 课程; 或者，在学生掌握了必要的 
群、环、椟的知识之后，第七、八章可以用作介绍伽罗瓦理论的 
教材. 

每一章都附有足够数量的习题，其中大部分是基本的，也有 
少量的难度较大.读者可以选择一部分来做. 

本书的初稿在北京大学 数学系 已用过多次，每次用完后都作 
了修改，我们始终是不很满意的. 4天整理出来正式出版，并不 
是由于我们认为它已经是一本斌熟的教材，而是考虑到目前这样 
一个内容的参考书太少，拿出来对于学习代数的人可能有些好 



处.我们希望在有更凄的人使 1 用的基础上作进一歩的修改. 

本书的初稿 茇逐年 的修改搞在北京大学数学系讲授过程中， 
石生明、蓝以中、丘錐声等同志 提出 过宝贵的修吱意见，在最斥 
定搞前，南京大学周伯壎先生仔细审阅了全书，畏出了很奸的意 
浥.財他们的帮助，我们表示衷心的 B 谢, 


作者于北京大学中关园 
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第零章集合与整数 


集合是数学的基本槪念之一.它是具有一定厲性的事物形成 
的一个集体，根据这属性可 以区 别一个事物属于或不属于这个集 
合.例如空间的点集、实系数多项式集合、定义在区间 [04] 上的 
实函数集合等.本章主要讨论一个集合上的等价关系、_偏序关系 
以及整数的算术性质 . 关子集合的子集、交集、并集以及一个集合 
到另一个集合的映射等概念，在高等代数课程中已有介绍，在这里 
不 W 重复， 

§ 1集合上的等价关系 

在一个集合的元素之间常常存在某种关系，例如，两个 nx 
的复矩阵的相似或不和似；空间两宜线平行或不乎行 ，数学 分析屮 
两个哥西序列的等价或不等价，都是特殊集合 t 的重要关系. 

设以为一非空集合，•■表示它的元素 t 设在 S 中任意 
两个元柰之间存在（或不存在)某种属性 i ?. 只要 i ? 满足下面的 
条阼，即对下 S 中任一对有次序的元桌来说， j 有这种属性 
杖 或古 aj 没有这种属性丑，这两者必定有一成立而丑只有一成 
立，那么我们说五是集合 & 上的一个二 元关系 ，或简称关系、若 
a t b 心关系斤，则记作 

I 向列举的“相似 '“平 行”和“等价”都是它们的相应®合上 
的二兄 关系. 又如，实数集合上的大小关系“： C ’， 整数集合上的 
整除关系都是遠集合上的二:元关系，再如一个非空 集合 S 
中元素之如的相等（或不相等） ，士集 之泣含（成不包含^分別 
是以 上和 S 的幂集尸 b 的 二 允关系.所谓5的 幂集尸 （…就 
是 S 的所有子集作元素构成的集合. 


第赛亲集合与整& 


非空集合沒上一个二元关系及还可用笛+尔积 Sx 况的一个 
子集 y 表示. T 规定如下 

T -^ i ( a , b ) 有关系 B ). 

于是可以说，元素 a , 有关系7?当而且仅 q ( a , h ) eT t T 称为 
关系及在 Sx ^ S 中的图象，反之，汶 xS 的任一个于集 T 畤以给 
出汉上的一个二元关系 /?• 称元柰有关系丑当且仅当 ( n t b ) 
由此可知开满足二元关系的条件. 

按照矩阵的相似关系可以将 K 复矩阵分成若干相似类， 

使之每一类有一个标准形作为代表；按照哥西序列的等价关系 
可以将哥西序列分成一些等价类，使之每一类代表一个史数.这 
些都是数学中常见的基本方法.“相似”和“等价 H 它们有三条共 
性，就是反身性、对称性和传递性. 

定义1如杲一个非空集合况的一个二元关系 i ? 满足下列 
三条 I 

(i ) 反身性. aRa , 对所有 aeA 

( ii ) 对称性 . 若0則，则 

( iii ) 传递性.若 且 6/ fc ，则 

则称万是及的一个等价关系 • 等价关系及通常记成“〜' 

显然，相似”、“平行 '“哥 西序列等价”都是等价关系 t 但 
是“<”和“ 0 |&»则不是等价关系.而“=”和且是等价 
关系. 

如果非空集合沒的一组子集 { AMe /}， /为指标集，满足 
下列 条件： 

⑴ ^^{js Ar 

( 2 ) t A ? fs 1 9 

则{义}叫做及的一个划分， 

非空集合这的任一个等价关系〜确定* S 的一个划分如下，对 




東合上的等价关系 

每个元素 aes ， 规定 

jS a = {a; £ /S \ 

这样得到厶的一组子集 { Alaes ). 证明它是 s 的一个划分. 

首先，由丁反身性， o 〜1所以义， 于是沒 = U 九.其次证 

明，荇札 riA ，0， 则•设札 nA 寺0，取一个 ce 
义，子是 C 〜 a 彳〜 6,由对称性， a 〜 C , 苒由传递性，得 a 〜 
\ 其次对任一元素有$〜1由传递性得 a ； 〜&,从而 xe 
A ， 所以扎 C ： A , 再由对称性，6〜 t 同理得 AC 札，所以札二 
由此可知把重复的去掉之后，就是 S 的一个划 
分.这个划分中的每个元素叫做由等价关系确定的等价类. 
反之3的任一个划分决定一个等价关系如下， 

规定 

a 〜64=今《 /属于同一个 *9 ^ . 

首先，由划分的定义可知 a A 属于同一个 仏或者 a ， &分属于不 
同的这两者 有一而 a 只冇一成立，因而“〜”是一个二元关系. 
进一步由划分的定义，读者 不难证 明/〜”是一个等价关系，而且 
这个等价关系如上决定的划分就是原来的划分. 

一个集合的等价关系的重要性在于由它可以产生出新的集 
合.设“〜”是非空集合^的一个等价关系.如上 ，“〜 ”将及分成一 
些互不相交的等价类的并.为表法简明起见，在每个 
等价类 A 中取一个代丧1将&写成 5. 这种表示与代表的取法 
无关，就是说，5 = 5当且仅当〜 6. 用这些等价类 5,5 t * •■作元 
素得到一个新的集合，记作8/〜，叫做占关子等价关系〜的 商集. 
今后将会看到，对于各种不同的具体集合 S 和等价关系〜，商集 
〜将会有它崭新的意义. 

例 三维仿射空间的直线集合按平行关系分成一些平行直线 
束，设想每一平行直线束相交子同一个无穷远点.这样，以平行直 
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线束为元素得到的商集就表示一个无穷远平面，它是一个射影平 
面.把这个射影平面添加到三维仿射空冏就得到一个三维射影空 
间.这就是历史上将仿射空间扩充成射影空间的朴素的儿何直观 
的方达 . 

集合&到商集3/〜存在一个自 然映射 

v : ^ S t 

它适个满射，而且当而赶仅当 a 〜 6. 

反之，设是集合^到集合 F 的一个映射.于是在沒上可以如 
下定义一个关 系〜： 

a 〜6当且仅当 

容易看出，这是一个等价关系.而且炉诱导出商集$/〜到 F 的一 
个映射尹如下， 


显然 歹是单 一的.这样,映射 P 就分解成一个自然映射 y : S + Sj 〜 
和一个单射0的积 

乎； ■■辛 • v , 

用图表示就是 



定理1非空集合 S 上的一个等价关系〜决定及对〜的一个 
商集5/〜并诱导出一个自然映射没/〜使得怎〜 y ，；^， y 日及 

反之，任一个集合映射决定改上的一 





个等价关系〜使得工〜 m / e 汐々 O ) 而且屮 诱寻 

出商臬 s / 〜到 y 的单 一映射步：孕（无）二炉 (^ r) f TeA 使得炉有分 
解 

tp = 示， v • 


§ 2 自然数 

自然数 系是由0，1，2, 组成的，记作 N . 自然数在代数中 
是基丰的，人们首先认识的是0然数，然后才逐渐认识整数、苻理 
数、实数和复数.自然数系是可数无限集合的一个原型.它的良 
序性质是数学归纳法原理的依据+自然数系的整除性和素数的研 
究促使了数论的发展.用 皮阿诺 （ Peano ) 公理来 描述自 然数，容 
易使我们看清自然数的本质. 

自然数系是这样一个非空集合 N ， 亢中有一个选定了的元素 
0,和一个 N 到自身的后继映射叫做 a 的后继，满足 

i ) 映射是单一的.叩从 a + ^ b + 推出 a — b y 

ii ) 0不是任何元素的后继，即不存在使得 V = 

iii ) 如果 N 的任一个子集 S 满足 1>06 S 而且 2) 对所有元素 

从公理 i ) 和⑴推出 N 是一个无穷集合，公理 Hi ) 就是教学归 
纳法原理，它是岿纳法证明方法的基础.设是关于自然数 n 
的某种性质或陈述.为了证明尸 U ) 对所有自然数是真的，我们只 
需证明两点 t 1>尸 （0) 是真的， 2) 若对任一自 然数 n t PO ) 是真 
的，则/ HW +) 也是真的 + 于是根据数学妇纳法原理， P («) 对所有 
自然数都是真的， 

关子自然数的许多性质都可以应用数学归纳法原理予以证 
明-例如，我们可以应用数学归纳法原理证明命题 f N 的每个非零 
自然数 a 都是另一个自然数6的后继，设沒对 z 存在一 
个 y 6 N 俾得 = 证明汐 = N . 首先06厶，而旦 
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若根据 S 的定义根据数学归纳法原理苫 

归纳法的证明为大家所熟悉，但是妇纳法或归纳法构造，则不 
大为大家所熟悉.归纳法构造是以 K 列定理为基础的. 

递归定埋设 S 为一集合 ，炉为 厶到自身的一个映射4 为 S 的 
一个给定的元素.则卉在一个唯一的 N 到 S 的映射 t 使得 

t (0) = a 

瓦 K >_ h ) = p (^( w ))， neN fc 

就是说下困交换 

N -^~•- N 

L L 


(交换图的槪念可见笫一章§ 7). 

我们不打算给出这个定理的 i 羊细证明.但是荽说一下证明的 
思路 • 一个集合X到另一个集合 F 的任一个映射/规定了笛卡尔 
积 1x7 的一个子集 

『产 （( 怎，/(疋)>|巧灯 

反之 ， x x r 的一个子集: r 如果满足 1) 对每个$ ex 存在一个 y er 
使 U ， y ) e 7% 而且 2 ) 若 u ， y ),>， yOeT ，_ y = 〆 ， 那么 T 规定 
了一个映射 f ： X -^ Y 使得 y 由所有的(>，/(幻；)，；1?£叉组或.基 
于这种看法，我们考虑笛卡尔积 N x 沒的满足下列条件的子集7^ 
⑴（0, o ) eT ，而且⑵若< n ,^ Oe 7^则（^^'『^>)) eT (对所有 
n 6 N ). 用/表示 Nx 及的 所有这种子集的交.读者可以根据自 
然数的公理证明/规定了一个映射而且 t 满足定理的 
要求，不难证明，满足定理要求的映射^是唯一的 4 

根据递归定理，在自然数系上我们珂以归纳地定义一个概念 




或! a 纳地构造--个函教，自然数的加法和乘法的定义就是典型的 
例子. 

定义 N 的加法如下：对任意规定 

m -r 0— m 

m + w + - - ( m + tO + . 

注意，我们在递归定理中令改从而得到的 
映射等 T 规定了加法运算， 0 m («)= m 4 «. 

不难怔明加法满足结合律、交换律和加让消去律.将0的后 
继记成11，于是有 w + 1 0是加法的单位元素， 

定义 N 的乘法如下,对任恋 m y neJS t 规定 



注意，在递归定理中我们令苫二 N ， q ){ n)^n + m ^ a — m y 从而得 
到的映射0~等下规定了乘法运算， 

不难证明乘法满足结合律1交换律、乘法消去律 以及乘 法对加 
法的分配律，由定义可知 m . 1 对所有白然数1是乘 
法的单位元素. 

自然数系还有一 个序“ <这个序规定了任意两个自然数 
的大小.我们说当而且仅当 a + 在 N 内有解. 

若且0^6,则写成也可写成根据定义 
可知对所有自然数^关于序的一些性质在这里 

不-列举了 • 例如应用数学归纳法可以征明，对任一对自然数 

不再存在自然数 m 满足 n < m<_n + ■ 因而从 n < Cm 就可以 
断定特别值得提出的是 

良序性质 自然数系的任一非空于集汶有一个最小元素，即 
存在一个 * S 健得对所有 S 都有 
. 证明如果 S 包含0 ,则0是3的最 小允素 .假设，如果没包 
含 w , 则 *5 有- - 个最小元素.由此证明，如果 S 包含 w +， 则* s 有一 



s__ 治 t 拿 _ 集合与核数 

1、最小元桌.作 y = 根据 yi 纳法假设， 以有 ■个最小 

VL ^ m „ 若州 G S ，则饥於巧的最 小几 名.假设 m 痒 A ， 則必有 
爪--=心因而所有的 aeA 乂 尸是 f 根据 I :酎的说 
以断定 n ^:-: n 对所：的根据假设 ^ S , 所以托 十 
^ 的最小元素， | 

启然数系的 以序 饨质是第二数学妇纳法的基础， 

第二数学归纳法假设尸 U ) 是关于自然數 n 的一种性质或 
陈述.如杲我们能够证明命题“若 P (；0 对所有小于《的自然数 j 
都真，则尸 U ) 也是真的”，其中包含 p ( o ) 为真的 讧明. 那么可以 
断言尸对所有自然数都是真的. 

证明我们是在引号中的命题已被证明成立的前提下，来证 
明 P 对所冇自然数《都真.设5=卜〔1^|/^(^)假>，求证及为 
空集. 反征法 * 假如沒非空，则 s 有一个最小自然数 m . 于是 
户（你）假，但是 PO ) 对所有小于 m 的自然数都真_这与上述命 
题矛盾.所以 | 

§ 3整数.整数的整除性 


我们知道在自然数系内方程 a + 有解当而且仅当 

b * 当时，这方程的解$记作6— a ， 叫做&减^ 的差. 这意 
味着在自然数系内当 b ^ a 时&减 a 有意义，& - a 表示一个自然 
数，它是这方程的解，否则 b ~ a 不能表示自然数，因而无 意义， 
为了使得自然数的差 & — a 恒有意义.需要将自然数系加以扩 
充-我们从经验得到启示，一个扩充的办法是引进“正”，负”的 
概念.当肖然数 b>a ]\>f f h — a 表示 i £ 整数，若 £>< fl 时 ， b -- a 教 
示负整数.为了从数学上统一 处理， 我们的作法如 

作自然数系的笛卡尔积 NxN = {( a ， iO | a ， 6 C N >. 意 

味着自然数的差 a — b t 由于有不间的 ( a , 表示同-.个差， 
躭需要在 NxN 中引进一个等价关系 〜 t 


. 整数的整除性 


( a ， fc ) 〜 （ c )4 =^(* 」 d ~-b f- 
容 M 验 M 这是一个％价 K 系， ti 含的％价类 kl 作 
商集 NxN / 〜记作 ？：. 这就足我们的整数集合.在 Z 内定义加 
法和乘法如卜、 

(a ? 6)©(77^) := {a cj~\ d )， 

(a 7 b)(^)(c t d) -" (ac r bd ,ad + bc) m 

不难验证，上述定义与类的代表的取法无关.由子自然数的运算 
满足交换律、结合律和分配律，那么整数集 Z 的运算也满足同样 
的运算觇律，这是容易验证的.此时 Z 称为整 数环， 显然 （ 0 , 0 ) 
是 z 的零元素， fYT ^) 是单位元紊.用^)表示整数，符号未 
免累赘，需要简化•当时，方程 a = & + 忠在自然数 n 中有 
唯一解 = \ 干是可以写成^当时，方程 a + 
x = b 在: N 中有唯一解 a = 子是 (a,b) 河写成 (0~,n) _ 当 n> 
0时，和(下7分別叫做正、负整数.自然数系 N 到整数 
环乙苻一个自然映射 w ^ (^),它是单射而且保持加法和乘 
法， 就是说，若《 h (n,Q ) ， m h ( m ? 0) ，则因 （Ji + m ，0 ) -二 

(说，0)㊉ （m，0)，（w.m，0) 二（抑， 0) O (m , 00而有打 + m 4 

(n 9 Q) ㊉ f <0) ，没 ■⑽ h U 7 o ) ©(^ To ). 因此我们可以将自 
然数 n 与正整数 O,oy 和零 (1 T 51 等同，使得自然数系 N 成为 
整数环 Z 的一部分，而且 N 的加法和乘法在 Z 内仍然保持不变.因 
此整数运算符号 ㊉ 和0乜可以简记成+和.，负整数^ r 可简 
单 k 成-1 P 是非负整数的运算和自然数的运算相问，负整玫 
4负整数之 M . 负整数$作负整数之间的运算表4如个、 

( — n) l (- m)^ — (« } m) ， 


n l - ( — m ) = ( — m ) + n — 



l J Tt TH y 

m — / i ), 若 n<Cm 
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. • • - - I — - I I • I ■■■ I — II ， 

(-n) •( — m) — n * m ^ 
n* ( — m) - (-m)-n = — n*m 9 

以后用 〜&/，••* 表示仟意整数.现在 Z 内引进负元素的槪念， 
对每个整数 0 ,存在一个唯一的整数 & 使得0 . 因为，若 
a — wGN ， J (|( fZ >=— 权；若13==:— re ， ft £ N ， 则 & = }!• 6叫做整数 a 

的 负元素 ，记成 £>= 一 a , 同时 a 也是整数一 a 的负元素，因而有 

— (—a)--a w 

由上可知 一 o 是 a 的负兄素，但- a 不必是负整数.负元素和负整 
数是两个不同的槪念.进而在 Z 内引进减法 . 对任意两个整数 
规定， 

a —5二 o + ( — 6). 

最后 ，一般方程 a + 在 Z 内恒有解而且只有一解 x ^ b - a w 
由此可知整数环有加法消去律 1 若 a-¥c = b + o } m a = b . 两个非 
零整数的积不能等于審，从而推出整数环还有乘法捫去律 ，若 = 
且 c 尹0，则 a =6, 

下面引进整数环的序，即整数的大小.对于任意整数^6,规 
定 

a 4 b^^b — a & N , 

若 且 a ^= b , 则记成 a < b w (或 a <6) 也可写成 b^a 

(或 &> a ). 整数的序有如下.的性质： 

i ) a < Cb s o — bja ^> b 必有一而且只有一成立 | 

H ) 若 则 age , 

iii ) 若 则 a + cgfr + c ， 对任盘 rd 

iv ) 若 a^b Ji 0 ? 则 ac <6 c , 

自然数的序在整数环内仍然保抟不变. 

整数 a 的绝对值 | a | 规定如下 




若 a> 0 , 


绝对值的性质有 


$3墼數.整数的整除性 



| o | = 0 = 0 ， 

\a - hb\^：：\a \ -\- \ b \ 9 
\ ah \--\ a \*\ h] f 

下而来看整数的整除性，在整数环 Z 内已经知道方程 a + r 
恒有解，但是方程 ax = b ( a 封 ) 则不必有解.为 f 使得方程 
ax ^ bia 种) 饵有解，解决的方法就是仿照从自然数系构造整数 
环的方法将整数环扩充成有理数域.这是在初等代数中早已解决 
了的问題.这种构造方法将在第三章中推广到整环上去.在引论 
中我们跟制在整数环 Z 中研究方程 GX .^ b 有解的条件，这样将导 
出整数环的整除性和同余式的理论.在中、小学已经知道判断上 
述方程是否有解的一个可行的方法就是带佘除法.从带余除法得 
到的结论就是 

除法算式 对任一对整教 a ， b ， o ,存在一对整數 g 和 r 

满足 

a = 6*g + r, 0 

而且这样的9和 r 是味一的， r 称为 a 被6除的余数. 

证明 当 o 0 ? b > 0时，用对 a 作带余除法，可得到一个 
商数 g 和适合条件的佘数 r. 我们在这里不打算给出正式的证 
明.的其佘情况不难归结为上述情况.下面证明 g 、 r 的唯一 
性.设有两洵1山，^1，2使得 

a 二 ？ j6 + r 卜 0 

a^q 2 b-tr 2t 0 (r 2 <|&|. 

两式相减得 . 

取绝对值 

\^2- qi \\^\ — r 广 r 2 |. 

假若则0 < 卜 1 — 1石丨，从而丨？3—穿 11 ^0, I 穿 a—ffi j • 
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第笨章集合与整 ft 


矛盾.所以 rn ， 从而 t = I 

除法算式是锫数的整除性理论的基础. 

在除法算式屮名 : 0，则称6整除 r ；4 d 作 

对 r 整数… 6，荇存在 - 个整数 C 使得《==心，则称 b}t a 
因子 .a 是&的 倍数， 从除法算式得到如 下的 

推论一个非零整數&是整數 a 的因子，其充分必要条件是 
b 整除 a . 

1和- 1是仟何整数的因子.毎个整数是零的因氏每个整 
数和它的负元素都是它自身的因子，即 ±^ a . 关于整除有下列 
基本性质 （ 

1) 若 .昆 &| a ， 则或 —6. 此时 a ，&叫攸相伴. 

2) 若且则 

3) 若 c j a 且 c | 则 c 1 w a j vb ， u ， v € 

若整数且 c 丨6,则 c 叫做整数 a ,6 的公 因子. 设是整 
数 a ，6的一个公因子，若 a ，6的每个公因子也是 j 的因子，则叫 
做^6的一个 最大公 因子. 

K 面我们将证明任一对整数都有最大公因子.在证明存 
在之前，先看一下 a , 6有多少最大公 因子？ 设为整数的 
两个最大公因子 * 稂据最大公因子的定义，由 T ^是《，6的最大 
公因子，有 AK . 又因 A 也是 a , £>的最大公因子，有4|心，所以 
A 相伴 • 因此任一对整数最多有 -- 对相伴的最大公因子_ 

定理 2 任一对不全为零的整數 a J 都有最大公因子，而见 
它可以表成 a ，6 的一个组合 ua + vb ， u 云 Z . 

证明考察《 3的一切组合的绝对情集合^ { J sa -\- yb \ \ x f 

S 是自然数系的一个非空子集，而 R S 还包含 有不为0的 
自然数 ■ 根据 N 的良序性质，没必然包含一个非零的最小自然 
数，记作 < 下是<^显然4表成心6的组合心10(.^&.首先证明 
且 d \ b m 假若 d\a . 用 d 对 a 作带余除法 a = + r ，0< r<rf . 




«3 整数.整数的整除性 
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因于是 

a — qd — a — q(ua vb) ^ (l — qu)a—qvb, 

将有但是 Q < r < (这与的选取矛盾.所以同理 
d \ b t 艽次 ，证明是 aj 的最火公因子.设 c 为的任一公因 
T ■，则 C 且 c 从而 c \ d = ua - hvb m 所以是 a ，6 的一个最大 
公 因子.| 

综上所述可知任一对不全为零的整数 aj 恰有一对相伴的最 
大公因+，以后提到 aj 的最大公 WP 时总是指大于0的那一个， 
并记作 （ a ，6). 计算（心 6) 的一个有效的方法就是辗转相除法，这 
是大家所熟悉的，在这里不重复了. 

如果两个不全为0的整数 aj 的最大公因子为1，则 a 叫做 
互索. 

定理3主素有如下 性质： 

i ) 整教 a J 互素的充要条件是1可以表成 a , 6的紐合 | 

ii ) 若 c | a 6 且 （£^ a )= l ， 则 cj 6; 

iii ) 若 a [ c 且6 1 c 且 （ a ， &) = 1，則 cj * 6 I c ; 

iv ) 若0^) = 1,(6')=1，則(>4/)=1. 

证明 

i ) 显然. 

ii ) 因为 （ c ， a ) = l , 存在 W ，?，6 Z 使得 wc + ⑽ =1. 两端乘以 

b ， ucb~tvab = b ， 由于 c | 必且 c j ，冇 c | &• 

iii ) 因为 a 丨 c ， c 可写成由于&丨郎 1 且（&4)=1，根据 

，有“于是«写成 Ci = & c 2 . 最后得 c = o »& 〜从而 

iv ) 因为 ( a ， c ) = l ， 存在 2 f ， ueZ 使得 《ci + ”c = l + 因为 ( i >， 

c ) 二1，存在 r ， s 6 Z 使得 + = 于是 

l — (na -j- vc) (rb A- sc) = urab (usa ^-vrb~hvsc)c t 
根据 I 

洳果一个大于 1 的整数 J > 除了土 1 和士夕外没有其它因子，則 
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絮零聿集旮与整数 


多叫做一个素数； 

推论设 P 为一素数，則 

i ) 对任一整教 a ,若 ，则 （ ， a ) = 1 j 

ii ) 苦则 或 

钲明 

i ) 设 d = 因为 P 为一素数， d 只能是 / 或 1. 若为前 

者，则有与假设矛盾，所以 rf 只能是1，即(/»，《) =1. 

ii ) 设若 i ? la ， 由于 i ) 有 ( j ) > a )= i . 根据定理3, ii ) 得 
P\K I 

最后证明 

算术碁本走理每个大于1的整数 a 可以写成有限多个素敖 
的来积 o ^ p x p v ^ p T , 而且这些素因于按大小顺序排列后，写法 
只有一种. 

证明首先钲明》可以分解成有限多个素数的乘积，对 o 作 
归纳法.假设对所有整数 a ， l < a <〜 a 可以写成有限多个素数 
的乘枳 ，从而 证明当时 a 也可以写成有限多个素数的乘积， 
若 a 为素数，则 a 本身就是一种写法，设 a 不是素数，则 a 有一个 
因子1，使得于是 a 可分解成《 =〜(3 2 ，从而也有 1<1 
< a . 根据归纳法假设^1和《 3 分别可以分解成有限多个素因子的 
积、因而 a 也可以分解成有限多个素因子的积.其次证分解的唯 
一性.设 a 有两种分解 

° = PlP 2 * ‘ …心， 

其中外和 L 都是素数_求证 r = S 且1在适当调换脚标后有 
t = 扒， i 二 l ，"，， r . 对 r 作归纳法.当为素数，因 
而3 = .假设对 r 一1分解是唯一的，从而证明对 r 也是唯 

一的.稂据素数的性质，从仏可知 P ! 整除某个 f 
设別1仏于是九由于 L 也是素数， 推出； 

从上式两端消 去九得 • *_?『 = &.. 1*. 根据归纳法假设有 r — 1 



U 同余式相同余*15 


— 1而且适沟改换 L 的脚标后有 卜2,…， r t 这就证 
明了《的分解是唯一的 .I 

在基本定理 a 的分解式中将相同的素闶子并写成 K 的形 
式 5 于是就得到《的标准分解式 

a ^ p t 1 ' p 2 ^- 

整除的条件也可以利用耘准分解式来说明.仟给两个太于1 
的整数 p 是 a 和6的全部不同的素因子.于垃 
a ， &有分解式 


« = /^抑---於，〜 >0， 

容易证明 a P 的充要条件是 = 

§ 4同余式和同余方程 

在整数环 z 中我们引进一个基本的等价关系，即同余概念. 
它和整数的运算是相容的，从而产生新的代数结构.同余槪念在 
代数中产生了广泛的影响. 

定义2设《为一正整数， a ，&为任意整数.如果一 6, 
则 a，& 叫做棰71同余，记作 

a = d(mod n ) , 

n 叫做棋数，否则， a ，&叫做棋 w 非闫余，记作 a 丰 h (modw)* 
以下的讨论恒固定一个模数或几个棰数. 

容易证明 a ^ bimodn ) 的充要条件是除法算式 a = q l n ^ r l 
和 b = q 2 n ^- r ^ 有相同的余数 r 2 . 

同余概念最适宽于描写一种冇限多个状态的周期现象.例如 
计算某一天是屋期几，可以取 7 作模数 • 计算一个整数是否是偶 
数，可以取 2 作模数.取 2 作模做，佘数0和1还可以描写电路的 
连接和断开 • 同余槪念和整数的运算是相容的，表现在下列基本 
性质中 • 襆数固定时，可简写成如果不写出 
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箅零拿輿合数 


模数，表示是对同一个模数而言的. 

1- 同佘是一个等价*系， 

2. 若则 a 士 士 d(mod n ), 

3 . IQ a ^b ,c = d a-c = b r d ( mod n ). 

4 . /f ac = bc(mod a^i>(mod k ). 

5. 专 Y a = b(mod n) ， m 1 n , 则 a 三 A(modm), 

6 .忠 « = &(mod n)j 则 （a ,ri) — 

7 .苦 a ^ b(mod n)，d 为 a ， b，n 的一个公网子， a = 4(*〗= 

dh ]7 n ^-- — 

这些性质的证明都很容易，请读者自己证明之. 

_例1 716*93 和543,93模61是否同余？假设 716.93 = 

543-93(mod &1)，稂据性质4，因 （93 ，61) = 1，有716三543 (mod 
61) ■但 611716— 543 = 173,所以 716*93^543.93(mod61). 

例2设复数 Fcos ^ + i sin #. 计算 e 的整数幂，等 

千计算 〆，其中 r 是 rrt 模 U 的余数， 0O<17. 

对于一个给定的模数《，全体整数按.模〃 R) 佘分成一些等价 
竺，此时的类叫做整数接 n 的刹余类，含整数 a 的剩佘类 ia 作 
7，剩余类 i 的任一个元紊叫做I的一个代表.今: 帑个剩 佘类中 
任取一个代表 ru f 由这些代表组成的集合叫做整数模 n 的一个完 
全 剰余代 表系.整数模《的一个完全剩佘代表系及也可以这样来 
刻划 d ) 每个整数和万中一个元素模 n 冏余,2> S 中元素两两互 
不同佘.根据除法剪式可知，集合 S = {0，1，2，- •…， n — 1} 是模 n 
的一个完全剰余代表系. 

由模》的剩余类组成的商集记作 Z /( n ) t 在 Z/0) 中可以定 
义加法和乘法 如下： 

a+& = a + j, 
a . ft = a - ft . 





14 间余式和 W 余方枴 
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稂椐 M 余式的性质，定义与代表的取法无关而 [ L 加从和:在沾还 
满足钻合律、交换律和分配律，加法有零元素每个 "^冇负元素 

z / i >) 叫做整数模 w 的环 • 

这一节剩下的部分 来讨论 一次同余方程和方稃 m , 在下列同 
金式中 

aa ? = ft(mod n ) ? o ^ O(niod 

含有一个未知的一次式，叫做一次同余方程.若 ^ = 代 

入上方程使两边同余，则 c 叫做上方程的一个解，上方程的两个 
解 c it c 2 看作相同当而丑仅当 ri = c 2 (mod n). 

定理4设 （ a , n ) = l ， 则一次同余方程 

n^ = &(mod to ) 

有解而且只有一个解. 

证明由于 （ rn ) = l ， 存在整数使得 wrt + im =^ l . 两边 
乘 b，uba 十 一&，令 = 于是 ca = uba : vbn^b ( mod 托）， 
tec 为其一解.其次，令…，以为任意两个解，于是 

ac^b (modw), 
ac 2 = b (niodw), 

相减得 c a ) = 0( modrO ，由于（》，?0 = 1，根据同余的性质 4, 
有 e 1 = o 2 ( modn ), c lJ c 2 力问一解_ | 

考虑下列一次同余方程组 



(mod/^). 

x = b 2 

(modrea)* 

sab T 

(modw r ) t 


其中 n Xj n ^, 为大于 1的整数，两两互素，\乃 2 , *.. T 6 r 是 

任意给定的整数，如果 T = 代人上方程组使得同佘式同时 

都成立，则 c 叫做方程组 （1) 的一个解.上方程组的两个解 c : 和 
4看作相间当曲乩仅当 ^ 





第鞏章 m 合句整数 


Cj ^ (mod ) 

定理 5 (秈子定理）设一次同余才程纽 （ l ) t 大子1的整 
数两两互素， & i ，~，* * .，& T 是任意给定的整数，則 
(]) 有解而且只有一解. 

证明这里只证明 r = 2 的倩况，读者可以应用数学归纳法去 
证明 一 般情况 • 设 r 二2,由子(>:，：：）=1，存在一对整数, w 3 
使得 Miftj +权 3 71 2 ：=1 4 令 

i = l ，2,而 e t = 0(mod/i；) , 取 c^b ] e 1 -^-b 2 e 2y c 为方程 

组 （1) 的解.其次证明解的唯一性，设 ~，c 2 为任意两解，于是 

Cj^6j , c^b A (mod^ J ) 
c I ^=： & 21 c 5 — £^2 C mod w 2 ^ 

间余式相減得 

c 1 — c z = 0 ( inod « j ) 

Cj 一 c 卢 D imodn ^) 

由于（〜， w 2 )=：U 裉据互素性质 iii)Cj^c 2 ^o (modrii ^), 所以 
为间一解. ■ 

孙子定理在国际上叫做中国剩佘定理. 

§ 5欧拉函欧和欧拉-费尔马定理 

首先介绍数论中一个重要的函数即欧拉函数， 

设《为一正整数，在 0,l，2，.*.,n—l 中与》互素的整数的个 
数记作 ？>(«) ，叫做欧拉函数.由同佘性质 6 如道，炉0)也就是那 
些模《的剩佘类的个数，这些剰余类是由与 w 互素的整数组成的 . 
从这些剩余类取出的代表所组成的集合叫做模《 的 既约剩 余代表 
系.一个既约螭佘代表系 r 也可以这样来刻划 ： 1) 任一个与 
互素的整数必与 T 中一个数模《同余，而且幻 T 中整数与 n 互 
素而 a 模《两两不间余. 



_— 政 k 函数知欧位 -夤 尔马定绳 __ 卜一 

设^ ， r 2 , _’•，〜， A 7 -= p (>) ，为模 K 的 一 个既约剩余代 农系， 
( a ，/ t ) = l ，则 ar lt ar , lf * * * 仍是模 w 的一个既约剩余代表 
系.这是因为，首先根据互素性质 ( iv ) 和同余性质 4 , ar l 7 ar 2r ：^ 
i：j n 互素而 il 两两互不 M 余 （ mod / i ) 4 其次，每个 ar t 和某一 
个〜.（1<«,<友）同余，而且当有 a t ^ a f ? 于是 a v 是 
一个単射，因而是一个满射， 

悱列.由于毎个与〃互柰的整数6必与某个\同余，由上可知6 
必与 R 余.所以 ar lf ar 2 , - ^ - , ar w 是模 w 的既约剰余代表系， 
定理 B (欧拉-费尔马 （ Fermat )) 设 （a ,於> =1，友=屮0), 
則 

a ^= 1 ( mod«) a 

证明取模 n 的一个既约剰余代表系由于 
( o J «)^ l ? ar J , ar 2 ,-■ 也是一个旣约剩余代表系，而且 
ar l ^ r a .( niodn ), a ] , a 2 ^ ^ t a N ^ 1,2,*-, N 的一个排列.这 
友个同余式连乘得 


AT 』v Jif 

Yl_ ar ^YL (rnodw), 

i«l i -1 i=l 

JJ r * ^ IT ri (niodn), 

根据互素性质化），111与7*互素，根据同余式性质 4 ,消去得 
0^=1 (modw). | 

定理6的特殊情况是 ，w = p 为一素数，炉 ( p )= p — l _( a ， j >) = 
1即 pia t 于是 

* ,_J = 1 ( modj )), 

这就是费尔马 定理. 费尔马定理也可写成：对任意素数和任意 
整数 a ， 恒有 

a*^a (inodp) # 

在这里顺便介绍一下指数的槪念.设《，〃为互素的一对整 
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数^>1,则存在一个最小正整数 m 使得 

^ 1 (modw) , 

m 叫做 a 模^的指数，指数的存在由欧拉-费尔马定理得到保证. 
丙为使 1(1710 加）的正整数 A 存在， U) 就足一个 .ft 的存在 
也岈 岜接看出. H 为〜 W ， … •中必 有两个冋余的，设 
ifmodW ， 消去&使 a^-^Kmod/0. 应用除法算式可以 
证明指数的一个基本性质 ： 

modft 的 指数， 特别地，指数 

m \<p{n) t 

例 2 mod 17的指数为8,3 mod 17的指数为16=-炉（17). 
计算 mod 17,可应用指数 • 

幹先， 157 三 lS(mod 16) ， 3 m = 3 I3 (mod 17) ? Jin 3^^3 8 *3 5 = 
— 沪三一 5(mod 17), 

下面我们籴计算欧拉函数. 

引理1 P 为素數， p(p m ) =卩仍(1-^~)，1、1, 

证明闪为在尺 -{0, H .，■ 1}中除去 P 的倍数，剩 
下的都与 W 互紊,而"中 P 的侪数恰好苻个，因此&巾 HP 瓦 
素的整数的个数为 JT--P" 人 | 

引理2 设 抑二…-… 〆 〜，松2) = 1，托,>1.则 

证明 ?>(«,) 简记作 N,，i = \，2 . 设 h ，， . * ，和 s lr ..- , 
^- v s 分別为模〜和模心的既约剩佘代炎系.根据孙子定理，存在 
整数 Lv ，^ l ， …，= 1， …， 使得 

^ r t (mod^i), 
ti ^ = s ^ ( modn 2 \ 

证明 l 为模〜〜的-个既约剩余代表系， t 先，由干（1，化）= 
I 1 ，有(1，〜）=1.由干 ( s Jt 有 d，w 2 ) =1. 因而(仏， 





_ 备 5 欧位涵 ft 和欧位-费尔马定琯 

1. 其次 I 互不 M 佘 . 假若 L 工 tjJmo&ntThh —方商有 
Mmodftj >, 它化沁 rmotUq), 从而卜 A , S —方面有 

s; = 〜（mocU 山 从 tfil j':h 所以 I S 
不 MI 佘 （ modAh ), t ^ friV^a XffP -与〃互素的整数，根据 
〜的定义，存在，；和 I 使你 a = r ; ( mod ^ i ) , a 三〜 （ mod …），中 
是根据孙了 1定邱有 a ^ t^Uno fi ^ 所以 L 是模 ri 的…个既约 
剩余 代表系.这证明了 ff ( ti ) q ^ u '、，（ n 2 ), I 

定理 7 设 W 二广•… p / S 声 1 , P 2 ，^^ Pr 为不同素數， 
d . 则 



应用引理1和引理2对 r 作纳法即得 .I 
_最 后证明 欧拉函数的- - 个性质 

d In 

设厶 ■- {0， l，...，w — 1}，对每个4丨沒，令 A = { J ；6 沒丨 u ， 
= 显然 y 仏是 S 的 -- 个划分.其次，映射 T ?, 

4 ?in 

: 丨 ^ S 4 , 

足义到 没(音) ={ m .. ，含 一 i } 的一个辑射.而且象集 

：>恰好是 s (吾) 中-与 整数全体，所以|〜卜史(吾)， 
由此得 

n = S 〆 吾)， 

咖 仆 4 X a / 

当 d 走遍《的因子时,■^刚好走遍 U 的因子，所以 

5 伯 =5史⑷. 
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§ G 偏序集合 

集合 s k 的一个关系，记作<，叫做一个偏序，如果<满足 

i ) H 身性.对所有 aGS ， 

ii ) 反对称性.若且则 a ^&， 

iii ) 传递性.若且则 

一个具打偏序的集合叫做偏序集合，如果集合 S 上一个偏序 
S 对于任意恆有或&在〜则 < 叫做一个全序.偏 
序集合的元素 a ，6 叫做可比较的，如杲和 b ^ a 有一成立. 
如果一个偏序集合 S 的一个子集4的任一对元素都是可比较的， 
则2叫做况的一个链. 

例1设叉为-集合. X 的幂集 P ( X ) 按 X 的包含关系构成 
一个偏序集合，尸（ X )为一个链当而且仅当 X 为空集或只含一个 
元素. 

例2自然数系 N 按小于等于号<是-•个仝序集合， 

例 3 自然数系 N 的整除关系成『';&，就是一个偏序 t 

设 S 为一个偏序集合，元素 c / CS 叫做 S 的一个极小元素， 
如果沒没有元素$使得(即 x < a ，; rta )， 或者说从 Y … a 椎 
出$ A 仿此，元素及叫做 S 的一个极大元素，如果不存在 
tGS 使得 a <^， 或者说如果从4推出 a = t 若厶 有极大 
(小）元素》，井不要求 a 与 S 的所有元素可以比较. 

例 4 令义=-1\--(0，：0，义按整除关系是一偏序集合，此 
时每个素数是的极小 元素， A 没有极大元素. 

设4为偏序集合 S 的一个子集，元素叫做4 的一 个下 
界，如果对所有的 re 』 都有■类似，元素 ae s 叫做』的-，个 
上界，如果对所有 rGd 都有 A 紂以没 有下界或有多个下 
界.若4有下界，也不要求它属丁 4，对上界也如此.在例2中令 
4没冇上界但有下界0且 0 G 4. 在例3中令 
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B = {2 k B 有一上界 0，但0《万， 

设 S 为一个偏序集合，3为-个子集，如果 A 有一个下界 a 而 
且《 € 4，则《叫做4的一个最小元素.类似地，如果3有一个上 
界 a 而且则 a 叫做4的一个最大元素. 2可以没有最小 
〈大）元素，如果』有最小(大）元素，则它是唯一的 . 

在例1中空集是 PCX) 的最小元素，X 是户 （X)的最大元素. 
在例2中0是 N 的最小元素， N 没有最大元素 4 在例3中，1是 N 
的最小元素. 0是 N 的最太元素. 

§ 7选择公理*佐恩引理和良序定理 

在代數中有一类定理是断言某种对象的存在性，这种对象属 
于一定的集合而 a 具有特定的性质.如果陚予集合以适当的偏 
序，那么特定的性质就表现为一种极值性质.从而断言某种对象 
的存在就转变成断言一个偏序集合的极大元素的存在_例如我们 
断言一个域上线性空间 F 的基的存在，我们可以考虑 r 中一切线 
性无关向量组(包含的向量个数有限或无限）作元素构成的集沒， 
按向量组的包含关系规定6的偏序，#是[的基的存在问題就转 
变为偏序集$冇无极大元素的问题，为了证明这一类存在定理， 
我们介绍几个广泛应用的极大原理和良序定理 • 它们都是从选择 
公理演变而来，并且与选择公理等价的，选择公理是首先由策梅 
罗 （Zerme〗o) 于1904年提出来的. 

选择公理设/}为”族非空集合 』 a ， a € 为 

相标集），纽成的非空集.則存在一个 T 上的禹敷/使伴对所有 

/叫做 T 上的一个选择函教，选择函数的存在作为公理提出 
来惫味着存在某种规律使得可以从毎个 A ar aei , 同时地 挑出一 
个元素.当 duaGJ 都是同一个 W 数无限集 S 的子集时，先将 s 
的元素用自然数编号，然后定义函数/在义上的值为中有最 
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小编 S 的 f 是/就是上的一个选择函数 .. 当指 
标集合/为冇限成可数无限时，根据自然数的递归定理可以证明 
选枰 mCr 的存在.•般情况，选择公埋是不能证明的， 

集合 N f : 的一个偏序叫做良 序的， 如果 沒的每 个作空子集都 
打最小 兄柰.具有良序的集合叫 做良序集合. 良序必 然是佥 序的. 
N 然数枭合按通常的小于等于<是一个良序集合.空集看作良序 
集合，策 fe 罗应用选择公理证明了著名的 

良序定理 每个集合都存在一个 良序. 

限 r®_ 幅，在这里不打算给出诬明. 

反之，从良序定理容易推出选择公理. 

良序定埋的重要性在干自然数集合的数学！ n 纳法原理可以推 
广到良序免合上去，从而得到超限归纳法原理，设 s 足-个良序 
集合，对子任一 汉， 子集 ^( a ) ^{ X ^ S { x < a } 叫慠$ 的一个 
前段. 

超限纳法原理设沒是饪一个良序臬合.设 d 为 S 的任一 
个子集，如禾对于任一元素 ae 改从 w 的前段包含在 4 
内推出 a C 則(及的最小 元素％ 必然屬于因为 

^(«o) 0e 赴 

证明完全与第二数学 a 纳法的证明类似. | 

假设有一个性质或命题 冗 ⑻与一个良序集合况的每个元 
桌《扪联系，可以应用超限归纳法原理切 : 明性质或命題五 （ a ) 对 
所有 a G 6都成立.就盐说，如果我们能够证明，对子每个元素 
a 〔， A 从及 （$) 对所有没 (《) 都成立推出茗 （ a ) 也成立，则根据 
始限 ! M 纳法原理，瓦 b ) 对一闭 aes 都成立.这就是超限归纳证 
明法. 

还有超限! n 纳构造法，不打算在这里叙述. 

-S 选择公理等价的还有一个卩: 常堇要 的极大原理，也就是 
佐恩 〔Zorn) 引理.它和良序定理比较，应用起来方便得多，因而 
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得到广泛的应用. 

极 大原理设 T 为由集合及的若千子集作无紊组成的非空臬 
合， T 按包含关糸成一个偏序集. 如果 r 的每个链都有一个上 
界，則 T 7 有一个极大元素. 

将集合 T 抽象 ft， 极火原理可叙述成 

佐恩引理 若一个偏序集6的每个链都有上界，则汉有一个 
极大无素. 

现在我们来说明，佐思引理可以换写成极大原理的形式，因而 
这两者是等价的 * 在 S 到 S 的幂集/ >(5) 的一个映射1对子 

毎个 规定 rf ( a )^{^^ AS \ ir < a} t 设 a ，S r a ^ b , 则根 

据偏序的传递性，由 怎有 从而因此 
有 70)(=770). 反之，从 ??0) Ct ?(6) 也可以推出因此， 
rj ( a )= Tf ( b )4 =^a = b ^ 所以 V 是沒到 f (沒）的一个单射而且保持 
偏序 关系. 于是(及)是一个与及成一一对应，保持偏序关系 
而且满足极大原理中的假设的偏序集合. 

限于篇幅，上面列举的与选择公理等价的几个定理，它们的等 
价性不加证明.① 

最后我们应用样恩引理來怔明数域上线性空间 r 的基的存 
在. F 的一个非空向量组/1(包含向量的个数有限或无限）叫做线 
性无关的，如果4的每个非空有限子集都是线性无关的 +F 中一 切 
线性无关的向量组作元素构成的窠合况按包含关系成一偏序集. 
设7 1 = { | a £ /)为 N 的一个链，求证并集4 也是一个线性 

• I 

无关的向景组.设為}是』的一个有限子集，于是每 
个〜 必包含在某一个内，由于 T 是一个链， 

A ^ r 又包含在某一个 /) 内.于是山 C4, 因而冬是线性 


①有关证明读者吋参看范德瓦尔登著<代数学 ik 丁石孙，酋肯成、郝钢新译，科 
学出饭社， S 7 和§ & ,或库洛什齐《—般代数学讲义>(刘绍竽译，上海科技 
出版社，1964)_ , 




2S 


第零耷集合与整数 


无关的向量组.所以4是一个线性无关的向景组.因而 
显然4是 Tjrj 一个上界.裉据佐恩引理的第一种形式， S 冇一个 
极大元素说.根据 J / 的极大性，求证 M 量组 M 就是 F 的基.因为 
否则将存在-1个向量士 e f 使得&不能表成>/中仟何有限向量组 
的线性组合.读者自己证明 S 二是一个线性无关的向量 
组，因而 M 然血 cs 但财关及， 这与见 的极大性矛盾 • 

习 题 

1. 设叉与1‘为两个集合，又设映射 /: x + r 4 茗: r + x , 如果茗 ■/= 
表示 x 的愔等映射，则称 g 为/的一个左逆如果/•容 = i r , 则甚叫 
做/的右逆 • 如果 g 同时是/的左逆和右逆，则称 g * 为/的一个逆.证明 
(0 /有左逆当而且仅当/是单射. 

( H ) /有右逆当而且仅当/是满射. 

( iii ) ’如果/有左逆尽，同时又有右逆 A , 则 g = h w 

( iv ) /有逆当而且仅当/是一个一一对应. 

( v > 如果 ； f 有逆，则/的逆是唯一的. f 的逆记作广\ 

( vo 若/有逆.则 

( Vii ). 若/有左（右）逆，但无右（左）逆，则/有无限多个左（右)逆. 

2* 举例说明，一个非空集 合及上 的等价关系的三条公理是独立的. 

3，整数集合 Z 上，存在映射 /: Z + Z 使得/有左(右）逆但无右(左>逆. 
( 试判断反身性、对称性和传递性对下列二元关系是否 成立？ 

⑴实数系 R ， 疋 一 y 为2冗的整数倍 .（2) (3) R t ^> y , 

U ) 沒是仅含一个元素的集 4> y . 

5* 试判断反身性、对称性和传递性对下列二元关系是否成立 f 
⑴ R ， 1*—y|=l, (2) R, |a?—y|<l„ 

(3) R ， x—y=l, (4) R ， a? + y = l 
6 -证明，自然数系的加法和乘法分别满足结律和交换律. 

7. 证明，自然数系的乘法对加法的分起律成立. 

8 ，证明， ft 然数系的乘法消去律成立，即如果 ax — ay , a-^Oj _ ;r = y . 

5. 在欧儿里得屮面上， 用及 表示一切有方向的 ■线 设(起点 P , 终点 
作成的集含.谛在 S 上给出一个等价关系〜使抒商集成为平面上均向屢 
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集合. 

10. 设为仃扈集合，乂设 — 艺，证明， 
H 如果必 A = A 心则也=1”对讧意心， A 都成立的充要条件是7；是个满財 * 

11. 设妒;：工->茛，<二1，2,7: r + Z * 证明/ 如果则 f 】 =妒/ 
对任意都成立的充要条件是7是一个单射. 

12. 证明，在自然数系 N 中，如果 c > rf , 则 a + c >* + rf 而且 

bd . 

13* 设 a 为一个非零整数， w > R >0, m ,« eZ . 证明 （V +卜^十 1) 
= 1 或 2 . 从而证明有无穷多个襄数，（波利亚 ( G , Polya )), 

14. 定义在正整数集合 Z + 上的墨比乌斯 ( MSbks ) 函数规定如下, 
( i ) Ml ) = l ,( n>/;(rO = 0 d : n 含有平方因子， （ iii )#00=( — 1/，若 
n ^ p ^^- p ^ pi 为不同的素教 * 
ffi 明，对于正整数《>1，恒有 


2 只⑷ =0. 

4 | n 

15* 应用定理7 , 证明欧拉函数 pU) 可写成 

^o(n)—n2■• 

^ F » a 

16. 设 j> 为一素数，证明成尔逊 (Wilson) 定理 

(_p— 1>1 与一 1 (mod_yO* 

17. 定义在整数 Z 上的函数/00如果满足 

/(»>*/ Cm ) ^/( uw ), 

則 /(n) 叫慠乘性函数 ♦ 证明，若 /(«) 是一个乘性函数，則尽 U) = ：Sf(d) 也 

4 \m 

是一个乘性函數. 

18. 证明，若/00是一个乘性函数，则也是一个 
乘性函数 

19- (墨 比乌斯反浪定理）设/00定义在 正整数 集2 + 上的复值函數 • 
令珂 n);S/W). ffi 明 

dim 


n _ 索零章 集合与整 fe _ _ 

/(n)= & 叫吾） 

20. 应用墨比乌斯反演公式和欧拉函数的一个性® I ： p ( d ) = n f 

d\n 

来直接证明习题 IS 的公式_然后東新导出定理7的公式* 

21. 证明 

L <r<n 2 

(r ， 》) k 1 

22. 证明，有无穷多个素数模 6 同余一 1. 

23. 解同余方程 

27x^25(mod 31)^ 

24. 解同余方程组 

^=2 (mod 5 ), 

' 怎与 1 (mod 7 ) , 

^=5 (modll), 

25. 将 iE 整数写成十进制 n = n . ■ ，1在 i = 2, 

证明 

(1) (mod 3 o*^0(mod 3 ) # 

4 -J 

f 

(2) ft^fO (mod 9 a ( ^0(mod 9 ), 

<3) «=0 (mod n)<^SC~D T o^0(mod 11), 

»- t 

26 .设 jj 为一素数, r>l ，则每个整數可以唯一地与下列数 
之一模 〆 同余： 

〜 + (!■ … +a r _y 1 ， iXo i <jp. 

27. 设为一素数. n 为一正整数. 

、 （1) / 三1 (mod 有多少解？并求解， 

(2) (mod b ) 有多少解？ 


第一章代数基本概念 


§ 1代数运算 

从历史上看，在相当长的一段时间中，数及其四则运算一直是 
代敉研究的主要对象，自十九 W : 纪以来，随着数学的发展.也就是 
随人类认识的不断深化，运算的概念以及可以进行运算的对象 
大大超出了数的范围.就以我们已经讨论过的对象而言，除去数以 
外，就还有多项式，函数，向量，矩阵，变換等，它们都可以进行运 
箅.代数主要就是研究它们在运算下的性质.我们看到，虽然这些 
对象不冏，它们之间各种运算的定义办法也不间， m 是这些运算却 
有许多共同的性质，在这些问题研究的基础上，人们逐渐形成了 
一些抽象的概念.由十这些概念槪括了许多重要的具体对象的共 
同性质.所以它们不但在代数中，而且在现代数学的理论与应用中 
都具 w 庙本的重要性.木章就是介绍群、环句域这:三个基本的代 
数槪念然介绍只是初歩的. 

为了给出这些抽象概念的定义，我们首先需要给出一般的代 
数运算的定义. 

定义1设3是一非空集合.任意一个由4 x A 到 A 的映射 
就称为定义在』上的一个代数运算 4 

按映射的定义，所谓由3 X 4 到乂的 映射就是指一个法则，它 
使乂中任意两个元素（这两个元素可以相同）都有3中一个元素与 
它们对应.容易看到，这样定义的代数运算是一个极其广泛的概 
念，它的确把我们过去碰到过的运算的大部分包括在内.例如通 
常数的加法就是映射(心+ 矩阵的乘法就是映射 （ A , 力） 
当所考虑的集合是全体实数 ft 时，这里所说的代数运算 
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也就是通常的二元函数 /( 心 y )， 昆然 4 + y 都是特殊的二 
元函数，在这个定义下，对于究数 Ft 来说，映时（1，^>^，（心>) 
40，（ r ， t y 2 等都可以被认为是代数运算.虽然我们町 
以维出各式各样代数运算的例子，但是以 K 我们要讨论的总是那 
些具有适当性质的代数运算. 

应岧看到，在这个定义下，以前存些运算如向量的数量乘法与 
叫棗的内积就不是代数运算，因为在它们的定义中都涉及到两个 
集合.这些运算如何抽象化以后苒另作处理. 

§ 2群的定义和简单性质 

我们首先介绍群的槪念. 

定义 2设 G 是一非空集合.如果在 G 定义了一个代数运 
算，称为乘法，记作 flA (或称为加法 ■记作 a + 6), 而且它璋合以下 
条件，那么沒称为一个群， 

1) 对于 G 中任意元素 a ，&， c 有 

a ( bc )^( ab)c (结合律 ） f 

2) 在 G 中有一个元素 e ，它对 G 中仟意元素 a 有 

ea = a% 

3) 对于 G 中任一元素《都存在 G 中一个元素5使 

ba ~ e m 

下而看几个例子. 

例1全体非零实数 R * 对于通常的乘法成一个群！全体正 
实数 R + 对子通常的乘法也成一个群. 

例 2设 n 是一正整数，全体界次单位根 (即 方程， = 1的於 
个根)对于复数的乘法成一个群，这个群记为 1/^特别地，当找= 

2时,土 lh 

例3全体整数 Z 对于通常的加法成一个群；同样，全体有 
理数 Q ， 全体实数 R ， 全体复数 C 对加法也都是群， 
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例 4 设 F 足数域 P h —线性空 I'Hh F 的全体可逆线性变换 
对子变换的乘法成一个群：当7是一欧几里得空间时， F 的全体正 
交变换对 T 乘法也组成一个群. 

例5元素在数域 F 中全体〃级可逆矩阵对千矩阵的乘法成 
.个群，这个群圮为(尸），称为找级一般线性群 f d n (P) 中 
全体行列式为1的矩阵对子矩阵乘法也成一个群，这个群记为 
SUP) ，称为特殊线性群. 

从以上的例子可以苻出.群的概念确实槪括了不少重要的对 
象的共间特征.这甩应该注意，在群的定义中重要的是有一个代 
数运算，至 f 这个代数运算叫什么名称以及用什么符号来代表是 
无关紧要的，只冇在具体的例子中它才有具体的含义.在一般的 
讨论中，我们不过把它叫做乘法而已. 

现在根据群的定义我们来推导群 G 的一些基本性质. 

1- 如果 二 e， 则 M = 

证明 裉据3)，对于元素6有 c 使 

cb = e‘ 

于是 

a = eci= (cb)a … c(ba) =ce ， 

两边用右乘，得 

ah - ( ce ) b ~ c ( eb ) — ^b = ^^ | 

2* 如果对所存的 》 G 6* 有 ea ^ a , 那么也柯 ae = a , 对所有 

的 a 

诅明取 6 6 G 使我们知道 ， a& = e. 于是 
a =^ ea ={ ab ) a == a ( ba )= ae ^ | 

; a. . *7 中有唯一的元素 e 具有性质 

^ =■- ae = a ，对所有的 o 6 . 

译明假设冇 e u e 2 eG ，它们都與有所说的性质.丁是 

_ 九 
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这就 m 明 r 这种允素只有一个.丨 

群 G 中具有性质 = a (对所有的 a & G ) 的唯一的元 
紊 e 称为群口的单位元素.显然，在逋常乘法的情况下，1就是单 
位 元素. 在通常加法怡况下，0就是黾位元素. 

4 , 对丁1群 G 中任-.元素 a 有唯一元素6使 ab ^ ba = e t 
证明假设再有一个元素 c 也具有性质 

ca -ac --=e 9 

于是 

c = ce = c ^ab) - (cct)h — eb^=b t 
这就证明了唯一件， | 

对于元素唯一的具有性质 

ab =ba 

的元素&称为 a 的逆元索，记为 a ' 如果运算写成加法时 ， &的 
逆元素圮成一 &，称为&的负元素. 

由唯一 ft, 不难苕 

5. 对十群 G 中任意元素《，&，方程 

as = d 

在 G 中有唯一解. 

证明 M 然 ， r = 是方程的解，因而有解.假设 
是方程的两个解，于是有 

aa: l = ax ^^ 

两边左乘印得 h = 这就证明了解的唯一性. | 

同样可证，在群 G 中方程也有唯一解.在上面的证明 
中可以看出，在群中，由 ab ^ ac 可以推知 6 = c , 

群的定义中的结合律表明，群中二个 X 素《 ， & , c 的乘积与 
作运笕的顺序无关，因而坷以简单地写成 

ahc 

而不 致产十 1 混 m . 用数学 n 納法，不难把这个结果推到任意多个 
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:/己素，也就是说，在群 fV 屮，忏盘丨个兀桌《!，…，心的乘积与运 
算的顺序无关，因而崎以简咕地写成 

«1 ' ■ ■ ^1, 

据此， a 们在群中可以定义元素的方 S . 对于任意的止整数 
«，我们定义 

a n =~ a ‘ a . . ‘ a ( ri 个〉， 

即 《个“ 连乘.我们再约定 

a 0 — e , 

1广，《为正整数. 

于是 V 对任意整数《都有了意义，不难证明，对于任意整数 w ， 

⑽，仟意元素 a eo 、 有 

a n ^ a m = a n+m i 
(a n ) m ^a 9m t 

这辣是通常所谓的指数法则.证明留给读者. 

在群的定义中，我们没有要求群的运算适合交换律，即 ab = 
ha, 如果群 G 的运算适合交换律，那么群 G 就称为交换群或阿贝 
尔 ( Abel ) 群，例1，2,3中的群都是阿贝尔群，而例4,5中的群 一 
般地不是阿贝尔群.在阿 W 尔群中，可以证明，对于任意元桌 a ， 
b ， 任意整数《，有 

(a*) n = a fl £>\ 

证明留给读者. 

群 G 屮元素的个数称为群的阶，群 G 的阶记为丨 GL 如果 
\C I 是一有限数，即 G 只含有有限多个允素，就称为有限群.如 
果 G 含有无限多个元素，<7就称为无限群.例1，3,4, 5中的群是 
无限群 ，而例2是有限群，显然 

jCJ 
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§3群的例子 


在上一节我们已经看到汴多特殊的群，它 ff 】 都是熟悉的.现 
在再介绍两类重要的群. 


1 ,图形的对称群 

设 P 是平面上的一个图形.令为全体保持 P 不变的（从 
整体 上说） 平面正交变换所成的集合.显然，恒等变换总在 0 ,中， 
因而是非空的；中任意两个变换的乘积仍在中，因而变 
换的乘法可以认为在上定义的一个运算；中变换的逆也在 
中.这就是说,在变换的乘法下成一个群，它称为图形 F 的 
对称群. 


例如 f 为一正方形（如图 >，显然, 
保持这个芷方形不变的正交变换只 
有*绕 0 点转 90 °， 18 ( T ， 270 °， 36 CT 以 
及对于直线 1 ， 2 , 3 , 4 的镜面反射. 
这 8 个正交变换就构成了正方形的对 
称群 G “证明留给读者）.如果我们 
用 T 表示绕 0 点转 90 %沒表示对于 
直线 1 的镜面反射，那么不难看出， 
中 8 个元素就是 

G r = {T WST ， ST 1 ， ST Z ， ST 4 } 

其中妒=/，汶汉， （ J 表恒等映射） 

类似地，如果 P 是平面上正《边形，那么 P 的对称群是由 



2彳 


A 


\ 





\ 


/ 



\ 


个元素组成.令 T 为绕中心转 f ， 没为对于某一对称轴的镜 
面反射，于是有 

(} … ，m sr 2 ， … ， sT n } 

其中 T，= l 々二 l，ST = n 这些群通常称为二面体群，用符 
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号 A 表示. 

2. 对称群 

设加为一非空集侖， 集合# 到自身的可逆变换的全体对子变 

换的乘法显然组成一个群.这个群称为集合 M 的全变换群，记为 

当淑为无限集合时，沒 U/) 显然是一个无限群. 

下面来看见是有限1卩空集合的情形.当 财含有 n 个元素时， 

的 "J " 逆变换称为元置换 ， S (M) 称为 n 元对称群，简记为仏. 

在 W 的元素用编号之后，没，中元素 a 可以表示为 

/ 1 2 … w 、 

^={ )* 

Wj « 2 * • . CT n / 

其中 a . = aii ) y i ^ l f 2 t ^ > y n t 

因为 c 是单射，又是映上的，所以 T 排正好是1，2 
… 71 的一个排列 • 这样就建立了 n 元置换 Ljn 阶排列之间的一 
个一一对应，因之， \ S n \^= m 9 按变换乘法的定义不难计算两个 
«元置换的乘积.例如，设 


由 




2 3 
4 1 



2 3 
1 2 



于是 


cnr(G「- t7(T ： 0:)),i = l ， 2,3,4. 


ar = C 2 3 4 )(' 2 3 'U 1 2 3 M 

\2 4 1 3/\3 1 2 4 / Vi 2 4 3 r 

如杲一个《元置换 < r 将 U ，*-，， 《中某 m 个数 tfl ， …， 
轮换，即 


二_ 〜疗 （ A ) = a s ，. …， 

= cr m , a ( cf ffl ) = 

而保持其佘的数不变，那么 a 称为一个轮换.我们简单地用 

a= Oa. . D 





36 


解一韋代敷基本 fc 念 


来表示这个轮换.当 m = 2 时， a 的作用是 

0*(^!) ^1， 

而保持其余的数不变，这样的轮换称为对換. 

例如，上面的都是轮换，即 

(r==(124a),r = (132), 

而是一对换 ， BP 

= (34), 

&中两个轮换 （《 P 2 …、） 与（疗"氏）称为不相 交的， 

如果 

a 六 U = i ，2，."， m ， 卜 1，2,…乂 
容易看出，不相交的辁换对乘法是可以交換的.下面来证明，任 
何一个非单位的置换都能表成一些不相交的轮换的乘积，而且表 
示法是唯一的. 

设是一 w 元置换.在1，2, …， n 中任取一个元素力，用 c 
连续作用，得一个序列 

二 tr ( a ! ) ， or a = tr( > ，…， 

由于所以序列中出现的元素必然 
有相同的，令义为序列 


a 卜 <r 2 , … 

中第一个与它前面的某个元素，甓如说 aGCW , 相同的元棄，即 
或者 


我们来证， i 二 1. 
即 


如 i > l ， 用 ad 作用上式的两边，得 


a i-i 

这与 j 的选择矛盾，因此必有 i = l ， 即 






也就是 


U 子样，陪集 
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疗 Oi) = a 2 . ,(r(a.^) = a i> 

^ 在 7d 素 a M a 2^ * 4 上成一轮换，我们再在之 

外取一元素，重复以上的讨论，于是又得一个轮换，因为{1,2, •■*， 
是一有 限集合 ，所以^被分解成有限多个轮换的乘积， 

<r = (a 1 - ^ '«^i) …. 

因为 a 是一置换，所以分解成的这些轮换必不相交，证明留给读 
者.唯一性显然. 

下面是一个例子. 


/ 1 2 3 4 5 6 
\ 3 1 2 5 4 6 


) = ( 1 3 2 )( 4 5 ). 


应该指出， 妨=1 的轮换就是单位变换.在置换的轮换表示中，我 
们实际上是略去了所有一个数的轮换. 


§4子群.陪集 


为了讨沦群的问题，子群是一个重要的概念. 

定义3如杲群^的非空子集合"对于的运算也成一个 
群，那么"称为的子群. 

先来看几个例于. 

例丨设〃为一正整数.在整激:加法群 Z 中所有《的倍数 
对加法显然成一群，因而是 Z 的子群.这个子群记为 》 Z . 

例2设 r 是一欧氏空间> F 的正交变换群是 F 的可逆线 
性变换群的子群.它们又都是 F (作为一个集合看）的全变换群 
沒 （ n 的子群 • 一般地，对任意集合财，汉(況> 的子群称为 无上的 
变换群. 

例3设 P 为一 数域.特殊线 性群沒二（尸）是一般线性群 
的子群. 





S 8 


第一車 代数基 本槪念 


例 4 设 Ti ， h ，* * * ，心是《个文字，令 

Z ) (尤 ]， J 7； e ， …，^) — } 

i <^ 

= (>!— 怎 3 )•… （a — r n ) 

o 2 〜 A )- "( A — r n ) 

… u 卜厂; r n ). 

对子，我们定义 

a ( DCx l9 ^ 2t - - * ，‘））二- />( 心⑴， . r ^ v ，怎 〜>) 
i<i 

显然有 

a ( D { x li x % , * - - ’ ir *)) = ± D { w X ) x 2 , - —， J n ) ， 

如果 a ( Z ?) = Z ?, a 就称为偶置换;如果 a (仍: =— z ?， a 就称为奇_ 
置换.不 窄蓍出 ，全体偶置换组成的一个子群.这个群称为71 
元交错群，记为读者不难证明 

Mn | : ■ 

例5在群<?中，仅由单位元素 e 组成的子集合 ( e ) 显然是 G 
的一个子群 • 群 G 本身也是 G 的子群，这两个午撕称为 G 的平凡 
子群，其余的子群称为非平凡的 • 

好是<?的子群可简记为 “JT 

群 G 的一个非空子集合丑要适合什么条件才成为子群呢？ 
好在包含元素(》，6的同时必须包含否则 （？ 的运算就不: 
能被看作是丑的 运算. 子集合 及的这 个性质常常被说成是及对 
卩的运算封闭.其次，及必须包含 G 的单位元素 e ，/ f 在包 含元: 
素 a 的间时还必须包含 a 的递元素至于运算的结合律，在. 
"中自然成立_ 

以上这些条烀可以归结为： 

定理1群 G 妁非空于臬合//是一于坪的充泠必要条件是， 
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由 a 推出 (7& 1 e / f , 

证明必要性是敁然的 . 我们来证充分性.因77非空，所以 
//含有—个元素 a ，干是 

eta 一 1 = e ^ H w 

由 e ， a e " 即得由汀可知 &- l e 及，从而 
aib ^^ y ^ aheH ^ 

这就证明了"是一个子群， | 

显然，任意多个于鮮的交还是一子群■证明留给读者. 

设//是群 G 的一个子群.对干 G 中任一元素〜我们称集合 

{ah\heH} 

为丑的一个左陪集，简记为因为好中有単位元素，所以 
成 同样，我们可以定义右陪集为 

JIa^{ha\heH}. 

显然， h ^~* ah 是子群//到左陪集 ai / 的一个一—"对应。间样， 
是子群到右陪集 //a 的一个一一^对应.因之，每个左（右） 
陪集与//有—样多的无素. 

定理2设 7 V 是群 6* 的一个子群.打的任意两个左（右）陪集 
或者相等或者无公共元素.群 <7可以表示成苦干个不相交的左 
(右）陪集之并. 

证明设 a //，£ iJ 7 是两个左陪集，假如它们有公共元素，即 
有 hnh 2 6 孖使 

0 A I = 0^2， 

于是 rt \ bk 2 / ir l =- l ^， 其中 ■由 

ah = bh^h G bH , 

aH < ZhH m 同样可证即 

aH = bll t 

这就证明了第一个论断. 

因为 aea / f , 所以 
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把其中重复出现的陪集去掉，即得 


0 = ct a H t 


其中当 Afi ， 有 〜丑=0.这就证明了第二点.对右陪集 
完全一样地钲明. ■ 

推论1 (拉格朗日 （Lagrange) 定珐> 设 G 为一有限群， H 
是一个子群.子是1丑1是|(?|的因子， 

证明设由定理2,有 

其中出现的陪集两两不相交.因为|〜丑| 二 | 丑所以《 = 
rh I 


这是一个很重要的结果,它给出了子群的一个重要的属性. 
元素 a 称为左陪集 a /7( 右陪集 Ha ) 的一个陪集 代表. 从定 
理 2 的证明可以看出，如果6 6 ai /, 則 bH --= aH t 这就表明，陪集 
中任意一个元素都可以取作这陪集的代表 . 

在群 G 中，任意一个元素 a 的全体方幂，即集合 


{a m 9 m^ ： Z} 

显然成一子群，这个子群称为由《生成的 子群. 不难看出，元素 a 
的方幂或者两两全不同或者有一正整数；使 i = 事实上，由 


即得 




在后一种情形，一定有一最小的正整数 d 使 

a d = e t 

于是就是 a 的全部不同的方幂，换句话说， a 生 
成的子群的阶为（我们称元素 a 生成的子群的阶为元 素 a 的 





|5 群的间构 



阶，由拉格朗 H 定理即得 

推论 2 设 G 为一有限群. G 中每个无素的阶一定是丨的 
因于.令 | G | 对于 G 的每个元素 a 有 

a R ^ e w 

证明第一旬话是显然的. 

令元素 a 的阶为 rf . 我们有《 = ，于是 

a " = a dni = (< j tf ) n ■-= e . I 

§ 5 群的同构 


定义 4 设 G 与&是两个群.如果有一个<?到屮的一一 
对应 A 它对于所有的 a ， yeo 有 

orOy)=trO)a(y )， (1) 

那么就称 G 同构于，记为<?二适合（1>的——对应称为 G 
到的一个同构映射 r 或简称同构. 

由定义不难看出，同构映射把单位元素变到单位元素,把逆元 
，素变到逆元素_事实上，设€为 G 的单位元素，《为£?的任意- 
个元素，由 ea = a 有 < T ( e ) CT ( at ) =- or ( a ) ， 即 cr ( e ) 为仏的单位元 
素由 4二 e 有 a ( a- l )< r ( a ) - e ’， 即 t 7( a —) 二 < T ( a ) 乂 

下面来看几个 例子. 

例1我们知道 ，在 抑维线性空间中取一组基之后，全体可 
逆线性变换与全体 n 级可逆矩阵之间就建立了一个一一对应，并 
且这个对应具有性质 （1). 因之，数域户上《维线性空间中，全体 
叮逆线性变换组成的群与群 Gl n ( Pm ^ t 基取得不问 • 我们就 
得到不同的同构映射，由此可见，同构的群之 M 可以有不止一个 
同构映射. 

- 如果群与群之间的映射具有性质 U ), 我们就说这个映射保持 

运算. 

例2设 R 是全体实数对加法组成的群 , R + 是全体正实数 
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对乘法组成的群.显然，映射 

a{x ) - lnx 

是 ft — 到 JR 的一个一一对应，这里 In 表示以 e 为底的自然对数. 
我们知道 

o() = ln(^ry) - Im I- Iny = o-(a;) -h(7(y) fc 

因此，是同构映射，它的逆映射为 

应该指出，正是这个同构的关系使我们能够利用对数来作实数的 
乘法. 

容易看出，群的同构作为群之间的一种关系具有反身性，对称 
性与传递性，叩它是一个等价关系 f 
1 ) <?-(?, 

2> 由 推出 G f ^ G t 

3) 由 GtG /与 推出 

因而群可以接同构加以分类.证明留给读若. 

定义表明，在同构映射下，对应的元素在各0的运算下有相同 
的代数性质.在我们抽象地研究-个群时，同构的群是不必加以 
区别的. 

从历史上看，群论最早是研究变换群的，而抽象群的概念正是 
从变换群抽象出来的，下面的定理说明变换群在群中的重要地 
位. 

定理 S (紙茱 ( Cayley ) 定理）任何一个鮮都同构于某一臬 
合上的变 换群， 

证明设是一个群.对干每个我们定义集合 G (注 
意，同一个 G !) 的变换 a a 如卜' 

o - a ( x ) 二 

我们先证明，〜是 G 的可逆变换.显然， 

<7 b -i <7 a (ar)=a 0 -i {ax) ^a~ l ax = x r 
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(. r ) — fj a { a ~ ] x ) aa~ l x = 3 ^ ^ 

这就是说， 〜-■ < rj：j < r ^ a ^ 都是单位变换 ， BP 

芮之，心 是吋逆 变换.这样，我们得到集合 (； 的一些可逆变换组 
成的集合 

对于有 

<7 a ov ， O)=or o ov 】 (x) = ab^x=(T ab -i (or), 

即 

fT 0 < T & -t ~ £ Gj f 

由定理是一变换群. 

因为 

<7 a (e) a, 

所以当时，这就说明，映射 

a \^ a a 

是到 A 的一个一一'对应.由 

o- a <7 b ^<r aJf 

可知上面的映射是一同构.这就钲明了定理. | 

变换 〜称为 由元紊 a 在 <7上引起的左平移，而变换群 （?, 称 
为群 G 的左正则表示. 

如果我们定义右平移 

- 一尤 a — 、 

那么间样可以证明， 0 T ={ r a \ a ^ G } 也是集合<?的一个变换 
群，也间构 A 称为 (？ 的右正则表示. 

当<?是有限群， |(?|= n ， A 4 G r 都是义 的子群.作为定理 
3 .昀特殊情形，我们谠，任一有限群都同构于对称群的 子群. 
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§6同态.正规子群 

为了研究群与群之间的关系，同时也为了研究群的性质，同态 
又是一个重要的槪念. 

定义 5 设 G 与是两个群， a 是群 G 到 G ' 的一个映射，如 
果^适合条件 

<r{xy) =-a{x)a{y) ^：G r 

那么 ^ 就称为 G 到/的一个同态映射，或同态. 

显然，同构都是同态.与同构的情形一样，可以证明 a ( e ) = 
其中 e 与^分別为群<9与6^的单位元素_ 
下面看几个例子. 

例1设是两个群， 〆 是的单位 元素. 定义 
= 对所有的这当然是一同志.但这个同态并没有 

给出 G 与之间有任何实质性的关系. 

例2对于任意4€^\(尸），定义 

< j { A )=\ A\ r 

也就是行列式.令户•是数域尸中非零元素对于乘法组成的群，由 
\ AB \ = [^1 I 万 I 可知 a 是 GL r ( P ) 3 \ P * 的一个同态. 

例3令 


我们知道，对于有 

，疋 》) 二 D (〜⑴，…， t ⑷） 

= n ( 〜 n cKO) = 土厶 Ol ，.**，： t n ) 


定义 


<r/>(ar u ***J =sgnCff)Z>Cx lf ** * t x n ), 
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sgn 就是由到乘法群{1，一 1} 的一个映射.显然 sgn 是一同态. 
当 a 为 G 到 G /的 一个同态，我们常常 简记为 

criO ^ G ^ 

如果 tr : G + G f , 定义 

aG ~-{(T(a)\a^G}, 

显然 cG 是 CT 的一个子群，它称为 M 态 or 的象， 

在同态定义中， 对 - f 映射 cr 我们既不要求它是映上的，也不要 
求它是单射.如果是映上的，即 = 我们就称任为 
满同态.如果 kG —仏 是单射，即 G 与 cG 同构，也就是 C ? 与仏 
的一个子群同构，我们就称 or 为单一同态，或者嵌人映射. 

对子同态 cr : G + P ， 对于任一 我们考虑集合 

{ar G <5 | <x(a;) ^ a ’}， 

这个集合可能是空集合（当也可能包含一个以上的元 
素.我们称这个集合为元素 V 的完全反象，记为 CT - W ). 特別 
地，敢位元素的完全反象称为间态 a 的核.同态 cr 的核 
记为 ker ( a ), 

我们来证明，同态的核是群 G 的子群.由 = 〆 可知 eS 
ker ( oO , 如果 a ，&£ ker (>)， S |1 cr { a )^ a { b )= e \ M o ( ab ^ l ) = 
or ( a ) cr (& 广因之1^<^0)是的一个子群. 

设 fcerO )= H ，而 aF 为一个左陪集，如果 a 过，即 

则 crO )=(/( aA ) = < r ( a ) a ( AXa ). 这就表明，陪集 a 丑中 
元素全有相同的象.反过来，如果 </(； r > = a ( tf (), 那么 < r (； r )* 
cr ( a )- 1 二 e ’， a (尤 a - 1 ) = 〆 ，即 

xa - 1 £//，$ 

这就说明，所有以 or ( a ) 为象的元素全在陪集 a 丑中.综上所述， 
我们得到，如果 <7(«0 = £^，那么 

a ~ 1 ( a / ) ^ aff t 

我们知迸，群<?分解成子群开的不相交的左陪集之并，间态 w 
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给出了这些左陪集与的元素之间的一个一一对应. 

完全一样地可以证明，当 = i 时， 

因之间态的核还具有性质 

rt // 二 Ha ， 对所有的 a & G * 

定义 6设"是群的子群.如杲对于所有的元紊 aet ? 有 
= 那么//称为正规 子群. 

上面的 W 抢说明，同态的核都是正规子群. 

正规子群的定义可以改写为 

，对 所有的 a ^ G t 

正规子群的定义换个说法就是子群开的左右陪集相等. 

显然，在交换群中，每个子群都正规. 

在上面的例2中，对于 

显然， kcr(cr) = ^(P) J 因而 SL n (P) & GL n (P) 的一个正规 
子群.直接由行列式的性质也不 难验证 况是正规子群. 

在例 3 中，由丄的定义可知，同态 sgn 的核就是圮， 因而丄 
是^的正规子群. 

因为整数加法群 Z 是交换群，所以它的子群 ztZ 是止规子群. 
在仏中 ，冯 = { e ,( l 23 )， （13 2 )}是正规子群，但子群片= 
(~(12))就不正规. 

当丑是 (7 的正规子群时，我们记为 

§ 7 商 群 

在群中我们定义子集合的运算. 

设2， B 是群 G 的两个子集合，定义 

即由 Z 中元 素与 B 中元素相乘所得的集合.子集乘积满足结合 




群 


4? 


如4为一子群，即由单个元素心所成的集合，那么 
就是子群4的一个右陪集. 

对于任一子集合4，我们定义 

A -1 ={o _I | a ^ A} ? 

即由』 中元素的逆元素组成的集合. 

利用集合运算，定理1可以改写成 ： 群 G 中非空 子集合 F 是 
一子群的充分必要条件为 

nu -^ dH . 

如果 /i 是任意一个子群.那么两个右陪集的积（/^). 
<//6>不一定还是右陪集.但是对于正规子群，我们有如下的重要 

事实. 

定理 4 设 丑是群 G 的一个子群+丑是正规子群的充分必要 
糸件为任意两个左（苁）陪臬之积还是一左（右）陪臬， 

证明先证必要性，设//是一正规子群，丑丑6是两个右陪 
集.子是 

{ Ha ){ Hb )^ H { aU ) b ^ H { Ha ) b=Hab 
再证充 分件. 设好 a , 是任意两个右陪集，由条件(好 a) . 
( Hb )= Hc , 显然 ，即因之 

{Ha){Hb)=Hc-=ffab m 

两迫用&- 1 右乘，得 

// aJJ = Hn m 

因为 e £//，所以 

aHCffa ， 

或者 

对所有的 a ^ G , 

把《换成就有 

ad / faC ：//， 即 HdaHa - 1 , 
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从而 

a / fa - 1 二//，对所有的 
这就证 明了，孖是正规子群. ■ 

令 G / H 代表正规子群"的全部 不問的 右陪集组成的集合. 
定理4说明，在集合 f ?/ 丑 h 可以定义一个乘法，即 

( Ha ) { IIb )^ Hab t 

在这个乘法下，它是否成一个群呢？ 

由 ( Ha )( Hb)--nab 可以看出，陪集之间的乘法实际上就 
归结为陪集代表的乘法.因之，结合律是显然的.由 

可知，#是单位元素.再由 

可知，每个元素有逆元紊.这说明了， G / H 在陪集的运算下确实 

成一群. 

定义7 G/II 在陪集的乘法下所成的脬称为 <7对正规子群 
万的商群， ma 为 g / h . 

因为对于正规子群，左陪集也就是右陪集，所以也 
可以看成是犮陪集所组成的群. 

下面来看-个重要的例子.设 n > l 是一正整数，我们知道、 
nZ 是 Z 的一个正规予群.在 Z 中运算是加法，因而陪集就写成 

n 7 t -\ r ^{ nk ^ r \ ^ 6Z> 

我们知道，每个整数$都可以唯一地丧成 
x - qn i r 7 ^ » 

r 称为余数.不难看出，两个整数厲丁间-个陪集的充分必要 
条件为它们有 相冏的 余数 . 由此 知 ， z 对 T^z 的全部陪集为 

nZ j nZ hi ，，**， i (ft —1). 

如果用了， T , …， ( V ^ l ) 代表这 n 个陪集，那么它们之间 
的运算就是 
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3 表十 jO 

当“ j > n 1 


如果是有限群，那么显然有 


\G/H\ 


I 


设我们定义 


^>{ a )= IIa f 


显然， 


<p(ab) =^Ifab—I/aHb = <p(a)<p(b) t 
因之4是<?到<?/开的一个同态，映上是明显的.这个间态称为 
群 G 到它的商群的自然同态.肖然同态的核就是正规子群丑 . 
这就说明，不但间态的核是正规子群，而11每个正规子群也都是某 
一同态的核. 

下面的定理进一步弄清楚同态与正规子群的关系. 

定理 IS (群同态基本定理）设 cr : G — > G f 是一满同态，及为 
的核 * 于是 (?/ 及与0同构， 

证明设炉:是自然同态，我们有两个满同态 a 
和 V ，如下图 f 





Gjlf 


I 


图中 虚线則 表示我们要找的-今同构.定义 

il t ( Na )-^ a ( a) y 

因为 c 是一满 N 态，即 a ( O )^ G ^ 所以前面的分析表明妒是 
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到仏的一个一一对应.容易验证， 
ip{N aN b) = ^{N ab) =a(ab) 

= a ( a )< r ( b }^^ f ( Na )7 l ?( Nb ) t 

这就是说以是一同构，因而 G，N ^ G f 同构 . I 
从於的定义立即肴 = 

在我们考察儿个群之间的一些问态时，常常用点来代表群，它 
们之间的 N 态用箭头来丧示，这样就得到一个有向图，如 



其中久代表群， A 代表同态.在这两个图中，如果我们分别有 
< 7 仍二 0 ^ 与 a 2 or , a 4 a 3 , 

那么我们就说这些图是交換的，用这样的术语，定理与证明中得 
到的结果可以说成，存在一同构—使图形交换， 

、 v 


G ——-- 



为了研究一个群的性质，我们常常需要找到这个群的一钱同 
态象.定理 5 告诉我们，找同态象的问题可以归结为找达个群的 
止规子群的问题 .. :, 

我们知道 Ml 是到尸*的一个满同牵 ，而: 
ker (^)-^ L n ( P ), 由定理5即得 , :^ 






如坏， 子竑 」1_一 

GLJP)/SLJP)^P* w 

§ & 环.子环 

群是具冇一个代数运算的代数结构.下面来介绍具有两个代 
数运算的代数结构. 

定义8 设 i 是一非空集合，任 i 上定义了两个代数运算， 
一个叫加法 ，记为 ^十&，一个叫乘法，记为如果具有性质》 

1) i 对于加法成-个交换群： 

2) 乘法的结 合律： 对所冇的 

a(bc) -- (ab)c ； 

3) 乘法对加法的分 配律： 对所有的 ot ，&， cei , 

a(b + c) =ab + ao r 
(b -h c)a~ba -\- ca t 

那么 i 就称为一个环. 

下面来看几个例子 4 

例1 全体被 数对通常的加法与乘法成一环，称为 整数环 ，记 
为 Z . 所有的数域都是环. 

例 2仝体偶数对通常的加法与乘法也成一环.一般地，取 
整数 m > U 整数中全体 m 的倍数 mZ 对通常的加法与乘法也是 

环. 

例 3设 P 为一数域，全体系数在 P 中的 n 级矩阵对矩阵 
的加法与乘法成一环，这个环记为全体整系数的 n 级矩 
阵也成一环—般地，设 i 为一环，全体系数取自1的《 
级矩阵对矩阵的加法与矩阵的乘法也成一环 I / i ). 

例4 在佥体整数的集合上，取通常的加法，但把乘法定义 
为 a &=0, 对所冇的我们也得到一个环，由单个的零所 
成的集合对通常的加法 y 乘法也成一环. 

由定义可以推出环的一 些基丰 性质， 




_hi _ 故一*代 粲基本 fci ： _ — ， 

1 . 用 o 代表环中加法群的零元素，于是对所有的 aeL 有 
dO = 0^ — 0, 

证明取有 

a& = a(5 十 0)=afc 十 a0 

即得 a 0 = 0, 同样 nj 证 0 c » = 0 + | 

2. 对所有的有 

(- a)b = a (— b ) = — ab f 
( — a )( — b ) — ab t 

证明由 

{ —a)6i-ii6=^( —aH-a)E»~0ft = 0, 

即得 

( — a ) b ^= 一 afe _ 

同样可证 。（一 b 、= — ab * 

( 一 ct (— b ) = —( — ab ) = ab . | 

3 - , 因为 X 对加法成一交换群，所以对于正整数我们可以 

定义 

na = a h *' * } a(n ^) # 

我们还可以定义 

⑽ = 0( 左边是整数 0), 

(一二 —< j) t 

于是对任意整数〜 m ， 任意 a 批 L ， 有 

(n 卜 m)a = na + ma , 

_ n ( ma ) — ( nm ) a ^ 

n ( a -\- b )=^ na ^ nb t 
同样，对正整数 rt ， 可以定义 

a n = a - * * a(n 个） • 

对于正整数 《，m 有 

a n a m ^ a n+n% 9 




在环中，一般地不能定义 V 

定义9 设 S 是环 i 的一个非空了■集合.如果 S 对下 i 的 
叫个运算也成一环，那么 S 称为1的…个 子环. 

容易看出，子集合汐是子坏的充分必要条件为. S 对于加法 
是一于群并且对于乘法是封闭的. 

我们来石儿个例 f . > 

例1 整数环 Z 是有理数域 Q 的子环 t 是 Z 的 
子环. 

例2设户是一数域 . fr : # S ( P ) 中，全体对角矩阵组成一 
子环 f 全体数董矩阵也组成一子环 f 全体上（下)三角矩阵组成一子 
环， 

例3设 H 为实 数域. 令以为 1/ 2 (及）中全体形状为 


a b 、 
-b 


a . beR , 


的矩阵所成的集合，这种形式 的矩阵 对加法成一子群是明显的， 
由计算 


a b 、 


c rf、 
■d c 


ac—bd 


ad + be 、 


\ — (ad -j- be) ac — bd/y 

可见 f 对乘法封闭.因之, C " 是 J / 2 ( R ) 的一个子环 ■ 

例4设 C 为复数域.令丑为 JI / 2 ( C ) 中全体形状为 

/ a p \ 

由矩阵所成的集合.这种形式的矩阵对加法成—子群是明显的， 

由计算 
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4 D (J ；) 


=( 


ay - Pd ad Py 
— ad — fiy a y — <5 



ay — pd 
a 5 -r ^ y ) 


ad -^ Py \ 
(ay — P d)) 


可知 H 对乘法封闭.因之，"是 MJC ) 的一个子环_ 
例5在3^(尸）中全体形式为 


严 & 0\ 

I c d 0) ， a ， ft ， c ， dei% 

\() 0 0’ 

的矩阵显然枸成一个子坏. 

与群一样，环也有同构的槪念. 

定义10设 L 与是两个坏，如果有一个 I 到"的一一 
对应 or , 它 ft 有性质 t 

1) a(a f b) =^a(a) + o{b) > 

2) a ( ab ) ^ a ( a ) cr ( b ) 7 

其中 《，& GL 那么 i 就称为 ~ P 同构.具 有以上 性质的映射 cr 
称为-个同构映射（成简称同构) + 

因为环的同构映射自然是它们加法群之间的同构映射，所以 
群间构的性质这里当然也有，不必重新推导了. 

显然，环的间构也具有反身性、对称性与传递性， 

环的同构的例子是很_的.例如，设 F 是数域 Pi 的一个《 
维线性空间， F 的全体线性变換所成的集合 MV ) 对 线性变换的 
加法与乘法显然组成一个环.在 F 中取定一组基之后，我们就建 
立了 i ( F ) 到 M n ( T ) 的一个一一对应.因为这个对应保持加法 
与乘法，所以它是^同构映射.这就是说，环 i ( r ) 与环 
同构.取不同的基，我们就有不同的同构映射.由此可见， 同构的 
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坏之叫可以有不止一个同构映射. 

设 C 为复数域.我们定义 

/ a b\ 

a(a^~ hi) - -{ ), « ? 5 6 R ? 

\，h a / 

不难石出，^ 是 C 到上面例 3) 的一 个一一对应，面且保持运 
算（读者验证一下 h 因 之/是 C 到 P 的一个 同构 映射，也躭是 
说，例3中的&与复数域 C 同构. 

. 上面例5中的子环明显地与同构， 


§ 9各种特殊类型的环 


从环的定义可以看出，整数环 z 与矩阵坏是环的重要 
原取，但环的定义所要求的比这两个具体的坏的性质荽少，而在 
以后的研究中我们碰到的环常常具有一些其它性质.现在就来介 
绍环的一些重要类型， 

设 i 是一环,如果 i 中有一元素 e 具有性质,. 

= = a ，对所有的 a gi * 

那么 e 称为环 I 的单位元素.容易证明，如果环 i 有单位元素， 
那只能有一个 * 具有单位元素的环简称幺环，幺环的单位元素简 
记为 1- 明显地，坏 Z 与都是幺环，面全体偶数2 Z 所成 
的环就不是幺环. 

如果幺坏 i 的一对元素&满足《& = 1， 則& < a > 称为 
»(&) 的右(左)逆.如果1旣有右逆又有左逆，则 a 的左、右逆相 
等，它简称为 a 的逆，此时 a 称为 A 的 r - 个可逆元素，也叫做 Z 
的^个单位.显然幺环 i 的全部单位构成的集合对乘法成一群， 

称为 i 的单位群. 

设 ae L , a ^ 知果有元紊乓0使以= 0,那么元素 
«就称为一个左零因子.同样可以定 义右琴 因子.我们知道，坏 

有岑因齐，而环 Z 就没有 零园干 ： 
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苒一章代数葙木癍念 


如果环人没冇霉 因子 ，那么在坏1中消去律成立，即由= 
nc , a \ 0 可以推知 b ^ c t 节灾上，由 ai > = 0 C 得 

ab- ac — d 0|i a(b — c) = 0> 

因为 《=M)， 且 i 无零芮户，所以 

b - - c -- 0 BP 5 = c # 

如果环 L 的乘法适合交换伟.叩 

ab^baL ， 

那么 1 称为交换环.整数环 Z 是交换环，而坏就 
不是. 

定义11 无零 W 户的交换幺环 .N. 1:\0,就称为轚环. 

条件1 今 0就等价千环中至少念有两个元素.（证一下 ！） 

显然整数环 Z 足整环. 

定义彳 2 如果环厂适交换幺环，至少含两个元素，且全体汴 
零元紊对乘法成一群，那么环 F 称为域. 

域 y 的全体 非零元 素对乘法成一个交换群就意味着， F 中每 
个非零元素0都有逆元柰 1 T 即 a _1 fJ =]. 

既然每个非零元素 a 都有逆允柰 f 1 ，因之由 = 与0可 
知 = 这就是说，域中没有苓因子.从而域一定是 
整坏、.显然整数环 Z : 不是域，这躭表明，整坏不一定是域. 

定理6 有限整环是域， 

证脚‘ 为一含有 n 个元素的整环，它的元素为 

〜， a 2, … *， a n ，其中 
取 L 中任一非零元素 a ，作元素 

aa u aa 2 f ^ f aa ^ 

由消去律可以知道，这 k 个元素必两两不同、即当时，有 
因之它们就是 i 的全部元素，其中必有 1. 换旬话 
说，必有使 a 〜 =1. 这就证 明了， I中每个非零元素都有逆元 
素 ，因而 X 是域， 11 
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如果域厂的一个子坏 N 是一个域，则称3是^的一个子域. 
显然，所冇的数域都是域.毎个数域都包含有理数域作为它 
的子域， HfM 都足无 W 域.至十象定珊6中所说的有限域 ， /K § 11 
中我们再给出具体的例 f . 

仵域的定义中，如果不要求乘法的交换性， 我们就 仃体的概 
念. 

定义 13 如果环/,足幺环，至少含宵 W 个允素， R 仝体非零 
元桌对乘法成一个群，那么 i 称为体 + 

兄然，所冇的域邰是体*下面来乔 '个 乘法不交换的体的例 
了、 

在上一节子环的例4中，//表示全体形式为 
/ Gf ft \ 

(万 &)’ a 』 sc 

的矩阵所成的环.取 a 二 U = 0, 即得单位矩阵 T 闽而//是一幺 
环，由 


可知，只要 t 々不全为本，即 


X 就可逆 .而 




^vO t 


X 


a 

P 


(X / 


a 


—玲' 


M 2 i-lfil 以方 


a 


仍属 子// ‘这就是说， // 的全体#零元素对乘法成-个群，从而// 


是体. 

令 a 二 a i fi — c + di ，于是 H 中元素为 


<2 


a ~r bi c 十 di 
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馆一亲代數基本概念 



用 f ，/，厂分別代表圯阵 

(:」)，(-;:)，(：：)， 

黾位矩阵就写成1，那么^的元素就可以表示成 

a }- bl \-cJ -E- dK , 

艽中 a ， 6 ， c , d 为实数， 直接计 I ? 矩阵即得 

IJ= K^-~ JI 7 JK 二 
KI -- J = —IK^ 

由此可见 ， H 不适合乘法的交换律， 

丑通常称为四元数体， 


§ 10环的同态.理想 

环也有同态的概念，在代数中这是一个重要的槪念. 

定义 14设 i，" 是两个坏， a 是X到V的一个映射.如 
果对于所有的 a t beL , a 具有性质， 

1 ) a(a \-b) =a(a) ^ix(b) } 

2 ) a(ab) — a(a)(r(b) ^ 

那么 ^ 就称为环 i 到的一个同 态映射 （或简称同 态）. 有时简 

环的同态当然是 i 的加法群到的加法群的同态，因之 - 
cr (0)=0， a ( f /( a ) , 

由同态的定义立即看出， < r (}：) 是// 的一个子环.如果 
W/Uom V 片 A 零同态；如果 < 7 ( 10 二则我们说 tr 是一 
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个满同态，而 " 就称为&的一个同态象. 

显然，同构是同态的特蚱情形， 

下而来看几个例子. 

例1设 i 是一环，考虑 集合" ，即以 L 中元素为分景的 L 
体 n 元有序组所成的集合.在 P 上按分1:定义加法与朵法，_ 
定义 

(〜， •. * ， a n )<h，，. - ,b n ) 

= (a 1 b i , - - - ,aj} n ), 

不难看出， I /*在这样定义的运算下成一坏 . 

我们定义 

(7( Oi ， … , a n )) = a l9 


显然^是环到环 i 的一个调冏态, 
例2在 IjQ ) 中全体形狀为 


◦ 

其中 dcei 2 ( Q >， 的矩阵显然成一子环，记这个子杯为 k 


定义 




)= a 9 


^是环 i 到环 M 2 ( Q ) 的一个冏态，这个 R 态也是满的. 

例3定义在实数域上的全体连续函数，在函数的加法与乘 
法下成一坏.这个环通常记为 C T [-», — m 〕. 设 a 是一个取定 


的实数.定义 

夕(/(方））二 /( a ),/ (幻 ec [— oo ，+ oo ]. 

< r 是环 C [— oo , +«>] 到实数域 R 的一个同态， 

对于环的同态同样有核的概念，设 J 7. 我们定义^ 




笫一 a 代致基本概念 


的核为 

ker ( cr ) - {<7 E ^ 1 f7(a } ^0} # 

我们知道，环的 M 态乜 边它扪的加法群之间的同态.这甲.定 
义的核与作为加法群的同态的核是一致的，因之， ker ( a ) 是 i 的 
加法群的一个子群，而 [ T . a 是单則3且仅芍 ker ( cr )={0 } t 
如果 a ，6 eker ( fj ) n 那么 

<r(ab) -- a(a)a(b) =0 ? 

即这就是说，同态^的核是 JO 的一个子环，由上 
刖的证明可以看出 t 为了使〃 （Wh O 只要求 a , &之一属于 c 的 
核就行了.换句话说，如 KnGk Cr ( t 7). r 为1 屮任竞元素，那么 
fr ( ra ) = cr ( r )<7( a )= a , ( r )0 = 0, 
tr(iir)^cr(rt)cr(r) 二 Gtr(/) 二 0 ， 

B]I ra ? ar Gker(cr), 

由此可见，同态的桉不 u 是子环，而 n . 是一种特殊类型的子 
环.对 于这秤 子环 ，我们引入 

定义15设丄是一环， ICL 是1的一个加法子群.如果对 
T ] T :^ re/」，ae 了邡冇 


ra^ 1 1 ar^ I f 

那么 7 称为 J ： 的一个理想（或称双边理想）.如果 Z 的一个 加法子 
群 J 只弧足 raQKJi arG /) 对于任盘 reL f aeT t 则 J 称为 L 
的一左（或右）理想. 

在整数环 Z 中，子环 mZ ( m >0) 是一个理想. 

在坏 C [一 + 的]中，不难 M 明对干固定的实数心集合 

{/( 幻 00,十 oo ]|/( a )「--( J } 

是一个理想.这个理想正是上面例3中定义的同态的核. 

显然， （ G } 都是坏/,的现恕，它们称为平凡的理想.^ L 
是一幺环，任何一个非平凡的理想都不可能含有单位元素〈为什 
么 



g 11 itV 环 ti 

I 11 商环 

我们看到， M 态的桉是一个理想.甚不是每个理想都是某一 
同态的梭呢？ 竚先 ，对于坏^中一个给定的理想/，我们仿照商舴 
的构造法来定义商环，然后对上而的 m 题给定的冋答. 

设/是坏1的一个理想 . /作力加法群的子群， i 的元 
素按/分成陪集 

r -h 7, r ^ Zr_ - 

H 为加法群是交换的.所以陪集之 lllj 可以定义加法，即 
( r 3 -^/)- h ( r 2 +/)- r ] + r 3 + / t 

现在来证明，讧意两个陪集之枳仍 属于某 一陪集，设 
37 = + / ? 其中 O 

y = T *2 + &er 2 i~/ ， Ji : 巾 b 61 • 

于是 

^^ = Oi + a )( r 2 + iO 

— ar 2 I- r,64 - ab^r A r 2 + 1 9 

即 

(『i + ^)(r 2 + V )dr i r 2 h/* 

我们定义 

(t'i ■' /)(/ 」 十 /) =r 3 h H /. 

由上而的 i 正叨可以看出，两个陪集的乘积与所乘的陪集代表 r I ? r 2 
无关，因而这个定义是合理的. 

由于陪集的运算实 K 上都归坫为陪集代表的运算，也就是 I 
中元素的运算，所以不难验证乘法的结合律与分 配律. 闽之，全体 
陪集所成的集合在这样规定的运总下成一环. 

定义 〗 6设/是环 L 的一个理想. i 对于/的陪集在上面 
定义的运算下所成的环称为 I 对于 J 的商环，记为 L / I m 
容易看出，映射 
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a{a) at !， a C ： L , 

是钚 L 到商环 i // 的一个调同态，这个 M 态 pb 核就是理想这就 
货定地问答了上面提出的问题，即每个理想都是某个同态的核. 

作商坏是一个重要的构造坏的方法，下面来看一个例子，设 w 
为…正整数，我们知}£ ，nZ 是整数环 Z 屮的一个理想.商坏 Z /«2： 
是由下列陪集 


wZ ， kZ 十 ] ， *■* ，十 ( 於一 1 ) 

组成.前面已经分析过它们之间的加法，至于乘达，按商环的运算 
的定义， 


(nZ + i)(TiZ 十 j)~nZ-hij ~nX + r, 
其中 r 为 ij 被 n 除所得的佘数 ， EP 

ij=-nq-hr, 其中 0<r<», 

如果这 ™ 个陪集仍用 ^ 

0,1， •. * ， 1 

表示，那么就有 


其中 



ij = ng + r ， 0< r <«. 

这样，对于任意正整数 w， 我们就作出 j* 一个含有〃个元素的环. 
我们称 X/nZ 为整数模的环. 

现在考察坏 Z/nZ 的单位群.若〖是一个可逆元，则存在元素 
i 使得这意味着 i ^ j ^ l ( modn ) t 从而 （i，n) = ：L 反 
2，若(彳， n) = 1，则存在整数 j ， fc 使得 i * j_ t kn -— l t 从而有 = 
r . 所以环 z / nz 的浪 位群由全部与仲互素的陪集二， 
i 3 所 组成. 这个群汜作 ( z / ztz )*, 它的阶等 r- 欧拉函数 puk 参 
吞第零章§ 5 ). —个重要的情况是，当 n 为素数时， 

这表明， Z/nZ 的单位群由佥部非 0 元釘成， @ 而 Z/nZ 是一个 
域*这就给出了一批有 限域. 它们是与数域很不 - 样的域，在下 


m 特 


征 


€3 


一节我们要讨论它们的差舁. 

最后我们指出，与定理5相仿，我们有 

定理7 如果 是一满同态， J 为 a 的核，那么商环 
L !1 与1/ 同构. 

证明留给读者. 

§ 12特征 

域是+种很 重要 的代数结构，在数学中经常要碰到.在这一 
节我们要介绍域的 一个® 要的数属性. 

设，是一个域.我们来考虑域/〃的喷位元素 e 在 F 的加法群 
中的阶，如果 e 是一有限阶元素，即存在一最小的正整数 m 使 

me — 0^ 

显然我们耒明， m 必为素数，用反证法，假如依不是素 
数，我们有 m = ，其中子是 

we = (m 1 e)(m 3 e) — 0. 

由乓0，/%6乓0，而域中无零因子，上式不可能成立.这就证明 
了，如果域中单位元素 e 是有限阶元素，它的阶必是素数. 

定义 17 设 F 是一域，如果 F 的单位元素 e 在 p 的加法群 
中是有限阶元素，阶为 f 那么就称域 F 的特征为/>，如果单位元素 
是无限阶元素，那么就称域 F 的特征为 0. 域的特征通常记为 
，(，)， 

由上面的讨论可知或者是0或者是一素数 h 显然，数 
域的特征佥为 0. 而冇限域 Z /^ Z 的特征为多. 

设 a 为域 P 中任一非零元素.由 

mammae ^ a{me) 9 

可知，… 0 T _ ga 仪当 = 因之在域的加法群中，任一非零 
元素都 V 单位元素有相同的阶.这就说叨，域的特征也就是域的 
非零元索在加转群中共间的阶， 
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设 U 为域 f 的任--元尜，为 iF 整数.我们来希方 

nx - h ^ 

Ffin 『-=( 心 ）、 r ， 心 \ G 可知 （ w )— 4 足方程《太：』的唯，解.这个 
解通常就简％成 

丄 &. 

n * 

应该看到，对 /( 厂）今0的域就不一定都有意义. 

ft 

最后我们证明 

定理8设卩为一域.如果 /( 尸）= 0,耶么尸包含一子域与 
有理敫域 Q 同构，如果义（那么 F 包含一子域与 Z/pZ 
同构. 

证明定义整数环 Z 到 F 的映射 tr 为 

< r («) = « e , 

容易验证， c 是一同态映射•如果％(凡） = 那么 ker ( a ) — pZ , 

而 c 的象为 

由定理7，1^与2/ ? 2同枸， 

如果/(，）= 0,那么^是单射.^的象 

i?o = 3 n 6Z) 

与整数环同构 * 因为当时 ， ne ~0, 所以 cr 可以扩充到有理数 
域 Q ， 即定义 

°{罟 )=( 狀广 X 


容易证明，当 




就有 


\n / \ n / 

闪之[:商的定义是合理的 + c 的象 

^Fo — {(. ne )~ 1 ( m€^,TtjTn ^ Z , «^=0} 

M 然是/「的一个 f 域 、它匀 有顶数域 QM 构.这就完成了证明.画 
定理8表明，任意一个 域必然 包含域 Q , Z / pZ 屮的一个作为 
子域，其中为素数(在同构的意义下）.因之，可以认为有理数域 
Q U 整数模々的域是一些最小的域.它们统称为素域. 

习 题 

1* 如果在群 G 中十江盘元尜有 （ a&) a = fM , 则 G 为交换群. 

2* 如果在群<7中/心个元桌 a 都适合 i = i 则<7为交换群. 

3* 屮的 ff 限巢合，其屮圮义了一个乘法心，适合条件， 

1) a ( bc ) -^( ctb ) c ； 

2) ab — ac=^b=ct 

3) ac ^ bc^a — b -, 

证明 G 在这个乘法下成一群. 

4. 在；9,中找出两个无素 Ay , 适合 

5. 对于？0>2,作一阶为的非交换群. 

6. 设 G 是一群，如果 = 其中 r 为一正整数，证明 

^ 证明，辟 G 为 - 义涣群 Ui 仅当映舯 rhr - s 是一 R 构映射， 

^ nv 为群的」个非空子集* jra 屮定义▲个尤系《〜6当月.仅当 
al > '^ S w 证明这迠 H 义系的充众必要条件是一子群， 

&- ^ h -£&$k,fiZ 为盤敌如 U 辟 z 的 - 个了 - 辟 ， hVM nz 与 z 问 

构， 

10. 证明，在 &中， 子集合 
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B = {eAl 2)(3 4),(1 3)(2 4) t (l d )(2 3)} 

是一 T 群.证明群 S 与 f 八不问构. 

11. 证明，如果 ft —阶为 2 «的群中有一 n 阶了-群，它一定是正规子 

群， 

12 . 设群 G 的阶为一偶数，证明 G 中必有一元素 o 适合 a s = e. 

13. 令 



证明集合…，在矩阵的乘法下成一群，而这 
个群与群£^同构. 

设；为一正墼数 • 如果群 G 中住意元尜都适合 
= + 十2,证明 G 为交换群. 

15+在群 & L S ( Q ) 中，证明元素 



的阶为4,元楽 


b — 




的阶为3,而为无限阶元素. 

16. 如果 G 为一交换群，证明 G 中全体有限阶 元素魟 成一子群 4 

17. 如果群 G 只有有限多个子群，证明(？为有限群. 

18. 写出群的全部正规 子群. 

19. 设 JT， 允为群 G 的子群.证明//兀为一子群当且仅当 "疋 =反". 
20+设荇，允为群 G 的子群.证明 


\HK\ 


\H\^\K\ 

\Hf\K] '* 


21. 设财， 友是群 G 的正规子群，证明 

1 ) MN = NM f 

2 ) AfW 是 G 的一止规了，群； 

3) 如果 Afriif-=U }, 那么 ATA 7 及与 If 间构, 


67 


22* 设 G 是一个群，占是的一非空子集合，令 

C (^) — ,对一切 dG ；?} 

证明 

O 0 ( S ), NiS > 都是 (？ 的子詳； 

2 ) CCS ) ^ N ( S ) 的正规子群. 

23. 证明任意一个 2 阶群都与乘法群 U ，一 U 同构. 

24 . 试定出所有互不同构的4阶群. 

25. 设 p 为一素数.证明任意两个 J ? 阶群必冏构. 

2 S . Z 为瓮数环，在枭合上定义 

+ ( c , d ) = (a + c ， fr + rf >, 

(o , fe ) - ( o , d ) — ( at ; + & rf,«rf + bc ). 

证明 S 在这两个 运筇下 成一具有黾位元素的环. 

27. 在整数集 Z 」: 電新定义加法 a ® u 与乘法 “ O ” 为 
a ®6 = a 6， — « + &* 

试问 Z 在新定义的运算下是否成一环. 

2 %. 设 L 为一具有单位元素的交换环，在 L 中定义， 

£ f © i >= a - hft ~ l , 

< jG 石 =a + 6—— ci 6 tl 

证明在新定义的运算下， J 0 仍成一具有单位元素的交换坏，并且与原来的环 
同构. 

29, 给出坏 i 与它的一个子坏及的例子，它们分别具有下列性质* 

1) L 具有单位元素，但况无单位元索》 

2) L 没有单位元素 ，但汉 有单位元素 | 

3) 都有单位元素，但不相同 j 
O X 不交换，但 S 交换. 

30. 环 i 中元素 Q 称为一个左单位，如杲对所有的 dGL , 

e L a=ai 

元柰 Q 称为一个右单位,如果对所有的 a 6 i s 
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sv —章代教菩本陂念 


证明 


1) 如果 i 既有左单位又有右单位，则 i 具有笮位元素. 

2) 如果 /. ff 左咕位， i 无零因子，则 i A 有於位屺尜， 

3> ^ w ^ Lti 玍取位， fnrHjh -电 位 m 至少 fiy - m 电位 • 

31. m 滅， m 明尸尤仆乎凡的双边理想， 

32. 女 d 1 JA — 交换 ^,ci€~ Li 

1) j 】 E 明 La 二 {rcilrei} 逛 * 双边现想； 

2) 举例说明1如果 L 非交换，则不』定是双边理想. 

33. 设/是交换环 i 的一个理想，令 

r ^ d /={ r ^ L \ T rr ei 对某一正整数 n}， 
ill: 明 rad/ 也是一埋 S. rad/ 叫做埋想/的根， 

设 i 为一具有单位元素的交换环.如果 L 没有指平凡的 押想>则1 

适一域， 

35. <?为有理数域， Jl/ n (<5) 为 b 阶有理系数全矩阵坏.证明 M n ( Q > 
无非平凡的理想. 

36- 设 i 为一坏， a 为 i 中一非零元素_如果有一非零疋素6使 ah 二 
0. 证明 a 是一左零因子或一右零因子. 

37 *坏中允素①称为一冪零元素，如果有一正整数使 y = 设 a 
为 R 有单位元素的环中一幕零元素， K 明 h 可逆， 

38. 证明，在交换坏中，全体幂零元素的集合是一理想. 

S9* 设 i 为一具有单位元素的有限环 . 证明由： ry : l 可得二 1. 

40 * 在—具有单位元素的环中，如果对元素 a 有6使但 ba^U 
则有无穷多个元素 h 适合 ax = l m 

4 U 设I是一个至少有两个元素的坏 ■. 如果对于每个非零元素丄 
拙唯 -I 的元素6使得 


1) Ljc%\n ^t 

2) bab ~ b ； 

3) A 有咕位元桌, 
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4) L 是一个沐. 

42. 令 r [0 T l ] 为全体定义在⑴ 「 H ][0 T I h 的连续闽数组成的环^证 

m 

1) 对 Tr [0, i ] 的任一作平凡的冲. S /， 一定朽 m ffi 

f ( o ) 二 o 对所有的 /<>) e 7; 

2) / U ) GC [0,1] 足一零闲子当乱仅当点挞 

{ J ： G [0,1]1/0) = 0} 


bl 含 - ^JT-r<fnL 

43,令 f = Z / jpZ 为 p 个元素的域.求 

1) Xf M n ( F ) 的 yd 尜的个数； 

2) nOL ^ F ) 的元素的个数， 

^4. 设[是一体， a ， fte 瓦， 3 必不等于0, R iil ； 明 

华罗庚烜等式> 

a-ia^^ib^-ay^-^aba, 

(提示 I 先证 对住意有“… 一 1)4二（1一 . r ) ' ] 一 : L ) 

45. 设(?是一非空集合并在 G 内定义了一个乘法证明，知果对干 
任一对元素 a ,66 G , 下列方程 

和 ya = b 

分别在 G 内 M 有解，则0在这乘法下成一群， 




第二章群 

在我们知道了群的定义及群的一埤最基本的性质之后，我们 
现 住来介 绍群论中几个常用的结果，問时也引人一些必要的槪 
念.本章讨论的问题没冇紧密的逻辑联系，但通过这些问题的讨 
论，读者可以初步接触到群沦的方法 i 

§1群的同态定理 

设 Y 是群的一个正规子群，作商群 CW ， 令 

^t ： G^a/y 

是群到商群的自然同态，我们首先指出，在同态〃下，商群 GW 
的全部子群与群 G 中所有包含 AlH) 子群之间#一个一一对应.由 
商群的定义，对于 (7 中任何一个包含I的子群孖， ^ t { H ) 显然是 
0 / N 中一个子群，另一方面，对于 G / N 中的子群异，我们定义 

eG\x{x^ e H } , 

因为互中的单位元素就是陪集 I ,所以容易看出，(犮)不但是 
<7的一个子群，而且一定包含 由于# 是满同态，所以 

)X 

由的定义可知，对 ft ； 的任意子群//,有 
我们来证明，当时， 

设 hii 因而有办 e 孖使 ^ 

奴 A ). 由 a 的定义即得 

rehN ( ZH t 

这就证明了 开， 以上讨论表明+同态 a 建立了(？中 




__________ n — j 啤定 ___ n __ 

所有包含 A 的子群与 G / N 中全部子群之间的一个一一对应. 

如果//是 g 的一个包含 A 7 的正规子群，即对干所有的 
有 

x~^Hx = H , 

那么 

由 a 是满同态可知，亦（/0在中也正规.反过来，如果互是 
的一个 E 规子群，那么对子所有的 re 

即 

这就是说， 汉 _'( H ) 也是口的正规 子群. 因之，同态立也建立了 
G/W 中全部正规子群与 G 中所有包含 W 的正规子群之间的一一 
对应. 

对于 G / N 中正规子群#作商群 

( G / N)/H 

令 ( p ： G / N —^( G / N}/H 

为自然同态 • 于是是群 G 到 （ G / A T )/ 厅的同态.因为 史的核 

是互，所以？^的核 就是冗 "■ 由同态基本定理，我们有 

G / H -( G / N )/ H t 

由 / iT 〗 (互 ）=// 可知，方(//)二互且 //〕 A ' 互作为 G / 况的子群 
可以与 H / N 等同起采， H 而以上的同构可以写成 

G / H ={ G / N )/{ U / N )^ 

综上所述，我们冇 

定理1设 A 7 为群 （7 的一个正蚬子群，而为自然 
同态，建立了 G 中所有包含 X 的于群与 G / A 中全部子群之间 

一个- 对应 * 在这个对兹下，正规子群与正规于群相对应，如 

果二) A ’， 部么 
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G/fi ^( G / N )/( n f 1 
如 u 一满间态，而 7 的核为正规子群 A ' 那么由 
W 态基本定州我们有 N 构 

a / K - ta \ 

利 m 这个间构，定 km I 彳以改％成较为一般的形戊， 

定理2 设 cr : G T — G ' 为一满同态，而 ktr ( d )= K f 于是 a 给 

出了 G 中所有包含 A 的于群与中全部于辟之间的一个-对 

应，即对于 IIC ' mK ， 

H ^ a ( JI )^ n f <0\ 

在这个对应下，当 il 仅当如果 H < jG , H ^) K , 
那么有 

G/II-G^/H^ I 

下面来省虑同态映射对于任意一个子群的作用.设 N <] G , 
G/A'fM/j 是 G 的任意一个子群，敁然，江（丑）是中一 
个子群.限制在//上，江的核为 "「W ， 而汉显然是孖的一 
个正规子群，由间态基木定理，我们有 

/////「I Y 兰冗 (//). 

另一方面，我们不难验证好 W 是<?的一个子群.任取心，岣 
^： H 3 n V 9 n 2 ^ N , 

(办1说1)(办2找2) = &1办2(办2 _ 1抑 1&2) 打 aG 丑九， 

这就证明了，丑 A<f ?. 显然有 ic// 汉，且 

由 R 态基本定理，我们有 

HN / N ^ n ( H )^ 

综合上面两个同构，我们得到 

定理3 设 n < G ， N 散 于是我们有同构 




n 群的同志兌珲 n 


按以定埋中的冏构就 是：对 Hr : 意 m 

.i-N—W/frlA). 

定理 1 ( 或 2 ) ha 邱 . 3 ,连 N 以前的问态某本定理， > j ®. h 统 
称为群的同态 定理. 

对 - Hi ： 意％ 同态如果 G 为阿贝尔群，那么同态象 
〃叫）一定也是尔群.反过来，如來象^(⑺是阿贝尔群，那么 
G 不一定是阿贝尔 ff , 在这个情况下，我们要向， a 的核具有什么 
特点呢？ 


为了说淸楚这个问题，我们引人一个以后常用的名词.设 G 
是一个群是 G 的一个非空子集合..考虑 c 中所有包含汶的子 
群.我们知道，任意多个子群的交还是>群，因之，所有包含 s 的 
子群的交还是一个包含 S 的子群，显然 T 它包含在毎一个包含沒 
的子群之中，在这个盘义上，它是最小的一个包含沒的子群.我 
们称这个子群为由^生成的子群，记为<^>，也就是 

<^>- n h , 

既然 < S > 包含占，也就包含从而 O ◊就 一定包含集合 ^ U ^- 1 
中仟盘 存限多 个元尜的乘积，即 

其中及 U 汶 _1 , 

不难验证，所有可以表成上述形式的元素组成的集合是 G 的一个 
子群，这个子群包含 S 且包含在<茂>中.由<>5>的定义可知，这个 
子群就是 〈农乂 

如果 dG ， 那么 S 就称为 f 7 的一组生成元.如果在群0 
中存在一有限集介5使 

O f 

那么群 G 就称为有限生成的.敁然，有限群一定是有限生成的，反 
过来，然不 •定， 山一个元毒史成的群称为循环群. 

txc 7： G ->6 T / 为一满同态，且⑴交换.对丁任意的\ b ^ a t 






有 




cr{a)~ l a{h)~ y ^(a)cj{h) e , 

即 a _1 6 _1 a & eker ( rj ). 元素 a ~ l b ~ ] ab 称为群 <7 元素 a ，6 的换位 
子 ，简 w 为 [〜 ft ]. 由所冇换位 r ■电成的 f 群称为 G 的換位子群， 
记为上面的讨论表明，对十同态 

cr:G^G / y 

如果 WO 交换，那么(….读者不难证明，如果 G^C 
ker ( a )， 则 a ( G )~ • 定交换.而 H G ⑴为 G 的正规子群. 

§2循环群 

由一个元素生成的群称为循环群.根椐 b 节的讨论，如果 a 
是循环群 G 的一个生成元，那么群 G 的元素都可以表示成 a 的方 
幕 ，因而循环群是交换群. 

循环群可以认为是最简单的一类群.我们现在来付论循环群 
的结构，循环群的子群以及判断 •个 群是不适循环群的条什 ，整 
数加法群 z 是循环群，1是 Z 的一个生成元 . 在群 z 中，取任一 
整数 m ， m 的全体倍数构成一个子群 mZ , mZ 是由 m 生成的群. 
实跖 h 这样的+群就是 Z 的令部子群. 

定理4 整教加群 Z 的子 蛘都是 由某一非负整教川生成的循 
环群，对于 m , n >0, wZDmZ 当且仅当《|妍，即是 m 的因子 + 
证明设//是 Z 的一个子群.如果丑不是由单个的0组成的 
群，那么"中含有非零数，因而打中含有正数.在//所含的正数 
中，含饥为最小数 ，我们 来证明 * " - 设; r 为及的 任一元素， 

由整数的除法算式，有 

I 二 gm + r ， 其中 g , r ez ，0^ r < m . 

— 如 r ^ O , 则 r 是//中一个比 m 更小的正数，这与 m 
的选择不竹，因 jfij r = 0, 即 a = gm . 既然 m 在// 中， m 的倍数与 
然也在//中，这就证明了//= mZ , 




§2 循环群 


当 {0} 时，就取叫二 0. 

由作 Z〕mZ 可知 m 6 . 印 n 1 m • 

由 ulm nffyum 的倍数都是 u 的倍数，即 « Z 3 mZ t | 
弄请楚 r 整数加群的子群的情况之后，我们现 ft 来 W 论一般 
的循环群.设 <7为一循环群， g 是的一个生成元，即 <? = <&>. 
定义由整数加群 Z 到群 G 的同态^ 为： 

^Oi)^g\neZ. 

显然中是一满同态.考察史的核 kerCrp ). 如果 :V (0}, 那 
么炉为一间构斤 ： Z = 这时 G 称为 无限循 环群，既然无限循环 
群与 Z 同构，无限循环群的可能的子群也就清楚了 4 如果 N 手 
{0}，由定理4 f N ^ mZ , 其中 m 是一正整数，于是由同态基本定 
理， 

O^Z/mT, 

m 就是元素茗的阶/= &，■•■由定理2, G 的 
子群与 Z 中包含 mZ 的子群成一一对应，根据定理4,这些子群就 
是 

sZ ， 其中 s | m ， s >0， 

它们在<?中的象就是>，阶为 
总结以上讨论，我们有 

定理5 无限循环群都与 Z 同构，它的于群正如定理』所描 

述的，与全体非负整数成 - 对应.阶为川的循环群{?= <裒> 同 

构子 2/ mZ ， 对于讲的每个正因于 s 都存在♦一的一个 s 价于群， 
这个子群为 

〈茗子 >.■ 

利用循环群的结果，我们顺便讨论一下脖屮元素的阶. 

推论设群 G 的元素 S 妁阶为正整數 m . 于是 〆 =€当1仅 
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■}ii 

吋于任意正瓮数元 t 的阶为这里（川， ？) 

乃 " f 与的最大公因于， 

证明定义 M 态史：足〉 为 

< p(iO - 〆 ， 

?戈们知逍 k r ( W -. 川 Z ， 这就说明 f 当且仅 j femZ ， 即 
m \ I . 

<尽'赶川阶 m 环舴七 >的…个/•群.我们知道，循环群 <尽> 
的子群具有形式 < g <>， 其屮（小'山<^>-」〈，>得 

s ^ nd I - vm y 
d 二 ts ! w m , 

由第一式可知^卜，再由第二式可知 

d s > * 

( g ^ y 的阶为而 y 的阶为 I 

下面我们要给出一有限交换群是循环群的判别条件，为此，我 
们先给出有限#换群的一个性质， 

弓 I 理设交换群6中元素疔， A 的阶分别为机， n ， JL ( tn ， n ) 
=1. 于是元索芗 A 的阶为 mn . 

证明设 gft 的阶为 f . 由 

( ghy=e 

有（容 A 广，即 = \ 根据上面的推论，有由（抑， m ) 
-1即得 

y . 

同理可12 ^ 由 （ w ，《) = l 冇 

另一方面 ，（钇 々）_二 是/丨 •因之， I 二憾3 
定理彳 设 G 为一有限交换群 + 于是在 G 中存在一个元素， 
它的阶是 G 中所有无素的阶的倍数. 


§3 单胙与 A 的单性 
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证明取 (7 中一个具冇最大阶的元素足，它的阶为 I 我们 
来证明， G 中所有元索的阶郞 S 〃的因子.用反证法，假如有一个 
元素它的阶心不足〃 A 因子，由化以吋知，存在一素数的 
方幂；^使 

p r irt , 

令 

n t = p T * 1 7 7 i = p s - 

其中 


s<r,(w ? p) ^ 1 , 

于是元尜与的阶分別为与价，由引理，元紊 M 甚〃的 
阶为 


p r m ^> p a m ~ n w 

这与〃的选择矛盾. ■ 

由定理6即得循环群的判別条件， 

定理 7 设 G 为一有限交换群. G 为循环群的充分必要条件 
是对于所有正整数坑，在 G 中适合方程 = e 的元素个數不璀过 

抓， 

证明先证充分性 .— 

按定理6，在屮有一个元素 P ， 它的阶《是(？中所有元素的 
阶的倍数.换句话说，群 G 中所奋元素都适合方程 

x n ^= e m 

由定理的条件， lG \^ n f 显然，/^|<?丨，因而丨这就证明， 
G 二 < g > 为循环群. 

由循环群的性质，不难证明必要性， M 明留给读者， | 


S 3 单群与 X ,的单性 

荦义〗如果群 <7没有非平凡的正规子群，那么群 G 称为单 


群, 




笫二章群 


交换单群的情况是清楚的， 

定理8 设 G 为交换群， G 为单群的充分必要条件 
是 G 为素數阶的循环群 t 

证明 因为在交换群中，所有的子群都正规，所以在交换单群 
中没有非乎凡的子群. 

在中任取一非单位的元素 ff ， 既然 G 没冇 非平凡 的子群，就 
有6 = <容>，即 f ? 为循环群，由定理5，没有#+凡子群的循环群 
只能是素数阶的循环群 • 同样根据定理5,素数阶的循环群没有 
非枣 凡的子群. ■ 

非交换的单群的情况要复杂得多 + 在某种意义上说，单群是 
构成各种群的基础.设 G 有一非乎凡的正规子群、 V ，作商群 G 7 JV T ， 
我们很自然地可以问，正规子群 Y 与商群 GAV 的结构在多大程度 
上能够决定群 G 的结构，群扩张理论就是研究这个问题的.根据 
群扩张理论，群 G 的结构可由正规子群友与商群67及作原则的刻 
划.因之，相当长的时期中，决定有限单群的结构一直是有限群的 
研究中一个重要的课题.近二十年来，这方面的发展很迅速，目前 
问题已经解决，也就是说，我们已经可以给出全部的有限单群.这 
是代数学本世纪的一个重大 成就，> 

在这里我们当然无法讨论这样一个大问题，下面我们只是给 
出一类有限非交换的单群，换句活说，我们要来证明，皂是 
非交换单群. 

为了这个目的，我们对于置换还需要作些讨论. 

引理 每个置换却可以表示成一些对换的乘相；每个保置换 
都可以表示成一些长度为3的轮掻（简称3-轮换）的 乘积. 

证明 我们知道，每个置换都可以表示成一些轮换的 乘积. 

对 T 每个轮换，直接验证可知 

W 而每个置换都可以表示成一些对换的乘积 I 






fQ 


is 单 # 唁 4 的鲈 蚱 


容易看 Uj ， sgn ( U ) = — 1•即对换都是奇置换^闪之，3偶 ® 
换分解成对换的乘积时， JI : 中出现的对换的个数一定足偶砼 .A 
了证明第二个论断，我们只需要证明任； S 两个不同的对换的乘积 
—定能表示成3 -轮换的乘积就行了. 後 i ， j ， k ， I 为四个不同 
的数，我们有 

这躭完成了 证明 . I 

我们再来看一下置换 or 与的轮换分解的关系，对于 
任意一个轮换 

“山…匕）， 

我们来计算 

设 JT ( i *) = = ，• ■， r ， 直接验证可知 

■ *ir) 方一 \ j*) = J-*+i，A = l . ,r — 1， 

•. “) a 一\乂）=力， 

而… U ^ 1 保持其余的数不动，这就是说， 

龙 ( 乙 “..-i r )jr _l = ( jj j 3 ' - * jr) 

=(丌(“）邛（^). ■■艽 （ i r )). 

因之，当置换^分解成不相交的轮换的乘积时， m / a - 1 的轮换分解 
就是从^的轮换分解把所有出现的 数字〗 都换成 jr ( i ) 得到的.例 
如， 


定理9 


<7 --(123)(45) 

{ 12345 \ 

开- ( 54132 )’ 

^ J r - 1 = (541)(32). 
交错群是 单群. 




第二帛群 


证明设异卜}■我们来证明//==欢、由引理 ， A 
足由仝体 3 轮换尘成•为了如明//==4，只需要 M 明//包含全体 
3-轮换就行了，设 GVV 3 )^( hj 2 j 3 ) 总任盘两个3-轮換 t 作置换 

丌，使 

允（“)= j *， K ，2,3, 

而^在其余数字上的怍用适当定义.因为 w >5, 所以在幻， i 2 山 
之外至少还有两个数字 e ， m . 如杲 jt 为偶置换，就 if : t :- 如果 
^足奇■置换，就取 T = Jr(Z/w) ， 显然有 

平 = U i h h) • 

既然 i / 是^ ^ 的正规子群，上面的计算说明，只要 i / 包含一个轮 
换就包含全部 3 -轮换.因之，我们只需要 hE 明//至少过含一个 
3-轮换就行了. 

对 T 一个置换 A 如果 a ( i ) = i ， 那么 i 就称为 a 的一个不动点， 
佗正规: T 群 H 中，对于所有非单位的置换，我们取一个不动点个数 
最多的盥换 r . 因为対换是奇置换，所以 tt 的不动点的个数不能是 
於一 2 ,一定小于或等于 3. 如果 r 的不动点个数等于《.- 3 ，那 
么 r 就是一个 3 -轮换，问题就解决了.下面就来证明， T 的不动 
点的个数小于 n — 3是不可能的.用反证法，假设 r 的不动点的个 
数小于《-_ 3 •把 r 分解成不相交轮换的乘积，按分解式中是否含 
有长度 >3的轮换，有以下两种 V 1 J 能； 

r = (123 .-•)*•* ( j ) 

r =^(12)(34)** •. (2) 

在倩况 Cl )， r 的不动点的个数-定小于 w -- 4 , 因为 （ ] 23 j ) 是奇置 
换. 无妨设4,5在 r 下不是不动的.不论怙形 （1) 或惜形（2)，我们 
取 V (345) ， 作沪叫 _1 ， ^(124* *■)-■*，或者 ^ prcp -1 ^ (12) 
令 rpfVrfp - 1 . 在情形(1} ? ^(1) =1 ? 在情形（2)， 
r l ( l ) = l , r 1 (2)^2. 而在两种情形下，所有 r 的不动点仍然足〜的 
不动点，因此不论在哪种情形，^的不动点都比 r 的不动点多，井 
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SI 


且这与 T 的选杼矛所 . 这就证叨 / r 一定 是一个 3 轮换 .■ 

这个结果最早菇法国天才数学家伽罗丸 （ E , Galois , 1811 — 
I 832 )得到的.根椐伽罗瓦埋论由这个纺果就推出了，一般五次 
和五次以 h 方稈不可能有根式解的重要结论. 

至丁 R <4的情形，直接计兑即得： 

^ a -{ e ? (123),(132)>, 

山二 U ,(12)(34) ，（13)(24) ,(14)(23) ，（123)， 

U 3^),( J 2 i ) ,(142),(134) ,(143) ,(234), (243)}. 

禹是二阶循坏耵.托乂!中，有正规子群 

// = { e ，（12)(34〉， （13) (24) ,(14)(23)}. 

而商群山 /" 是一三阶循环群爭 

§ 4可解群 

上面我们介绍了单群的槪念 • 对于一个雄群 G ， 因为它的换 
位子群0 (1> 是一个正规子群，所以有6^>二 { e } 或者 G ⑴二 ⑴ 
= { e ) 表明的任意两个元柰的换位子都等于心因而(?是一个交 
换群.这就说明，对于非交换的单群 G 必冇0出=(?. 

一般地说，对子任意-•个群 G ，它的换位子群 G ⑴是 (? 的一个 
非平凡的正规子群. 


⑴， 

再作换位子群的换位子群 （ G ⑴） 《1 >，记为 (? ⑶■这样继续下去， 
令 

我们得到 -- 个递降的群列 

其中每一项都是前一项的换位子群•因而是正规子群. 
如果 G 是冇限群，那么这样的群列只冇两个 nj 能：一是从某个正 
赘数 a 开始朽 g ⑴二 …. 卢 ui ， ■是冇个芷整数々使 r / … 
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- { e >. 

定义2设 G 是一个群.如果有一正整数 A 使 = 那 
么 G 称为可解群. 

M 然，可解群包含阿贝尔群作为一个子类，因为对于阿贝尔群 
G,^G^ = {eK 

A 是阿贝尔群，因而是可解的. 

不难验证 G < l > = { e ,(123), (132)>^^ 3 , G < 2 >- 
為"> = {0,因而是可解的. 

如<?=汶 4 ，不难验证 G ⑴=乂 4 ,而 GdAi ⑴：： U , (12 ). 
(30 ， （13)(24) ,(14)(23) 因而也是可解的. 

当《>4,在扎中任意.个换位子 

一定是偶置换，因而有 

〜⑴長 的正规+群，当然也是 A 的止规子群，且 S R li >^{ e } 
(为什么？ ） ，由是单群可知 

灰⑴二乂， 

N 时 S ^ 2 > = A n ^>^ A nt 这就说明，当《>4时，心不珂解. 

设 G 是一可解群，由定义有正整数 A 使 

dk }* 

或者说 f 有一递降的子群列 

G =-G (D> >G (li > ^ ^G (k ^ <_e} , 

其中每一个 G …都是前一个的正规子群，而且对应的商 

群， 

G u -' y fG ⑴， iz=1 ， …）， 

都是交换群.下面我们来证明，这个性质是可解群的一个刻划性 

质. 

走理10群 G 是可解的当且仅当存在一递年的于砰列 



其中每一个 A 是前一个的正规于群 t iL 商群 G .- i/R 交换, 

i = 1，…， .s • 

证明可解群显然具有一个这样的子群列.反过来，如朵群 
tV 有这样一个子群列，我们来证明 G 可解. 

在§1 的最后 我们已经指山，对于 C ? 的正规子群交换 
的充分必要条件为 

G< l) <N t 

由 0 ,/ G , 交换即得 

0^< G ir 

反复利用这个结论， 用们纳 法不难证明 

因为 = 所以冇: { e }, 这就证明了 G 可解. | 

下面再来进一步否看有限可解群的情形. 

由§1定理1我们知道是群 (7 的正规子群时，商群 <?/iY 
的芷规子群与 (5 中包含 W 的 E 规了-群是 一一 ^对应的.闶之，商群 
…五 是单群的充分必要条件为正规子群 Y 不包含在另一个非平 
凡的正规子群之中，即不存在的正规子群 N ly N ^ G ? N ^ N f 
而 


N〈N ' 散 

具有这个性质的正规子群称为极大的，这就是说.只要商群(?/及 
不是单群，我们总可以找到一个 G 的正规子群 JV ,， N ^ G , 
AW 使 


G \> N ^ N ^ 

设 G 是一有限的可解群.由定理10,有一递降的子群列 

G — Gti^>0 J * * *[> 6 ^* = {€} ? 

其中商群= 都是有限交换群•根据上面的讨 

论，只要商群 
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不是单群，我们就"『以 作 0 1 . 1 L j G t 之间插入一个/辟 C ， GW 

其中商群 G ；/ G . 为交换辟 G \ 的 _ f 群.商群 G ^/ G ： 问构于 

交换群 Gd / C , 的商群 

( G ^./ GJ / iaWG ,)^ 

因而它们都仍然足交换群. 

因为 t ? 是有限群，所以 t 而这种递降 f 群列的长度 々是 冇限 
的 （ fc < PI ). 这就是说，经过若干次的插人之后，我们总可以达 
到-个递降子群列 

G 二/^>//〗[>-"1>丑,二{0, 

它不能苒插人新的项，换旬话说，每一个商群 

h/Hi ， i=l ， … ， t ， 

都是交换的单群，也就是紊数阶的循环群， 

这就证明了 

定理11有限群 G 是可解的充分必要奈件为存在一个递降 
的子群列 

其中商群 H .- i ///, ，； = 】，■■•，；，都是素數阶的循环蛘. | 

应该指出，对于有限可解群 G ，定理 II 中的子群列丑』， • ■ ■ , 
"，并不是唯一的. 

令商群 

的阶分別为素数 A J 1，_ + ■，〖•显然有 

1^! ~Pr - * p “ 

这就说明，定理11中的子群列虽然不唯…， m 是长度/就等子 
1 G 1的素因子的个数(重复的重复计算），是唯一决定的，同时素数 




^ Km rifn]^^ ^ 

_ ....... . ■■ — — ■- *»tai - .■_ ^― • ■ — 

til 

? w t 

是唯一决定的 . 

§ 5 群的自同构群 

一个群判它卩1々的间构映射称为自同构映射，或简称自同 
构.由 M 构关系的反身性，对称性与传递性立即看出，一个群的全 
部 n 问构在变换的乘法下成一个群，称为自同构群.群^的自同 
构群记为 Aut (<7). 

作为 m 子，我们來看看循环群的 n 同构群.设^为一 无限循 
环群0 = 是 G 的自同构.显然，^的作用完全被 G 的生成 

元紅的象所决定.因为 a 是满的，即 or (<7) tG ， 所以 tr ( g ) 
还是 G 的-1个生成元.由此可见， 0 T (君）=钇或者^(君） 二尽乂 
= 疔， 就是单位 CJ 同构〜容 M 验证， o ■(尽 ） 二贫一 S —般 
地， ^( g T ) = g ~ T , 是 G 的一个自同构.因之 
Aut ( G ) 二 { e ， cr }， 其中 a 2 —~ e m 

设"为一有限循环群 ， G = < g >，_ K : 中 召〜 - qSIJlG 卜心 a 是 
G 的一个 Q 同构.同样地发）一定觅 G 的生成元.我们知道， 
^的生成元是，，其中（（，》)=1,因之/的每个自问构决定一正 
整数 G 0< i < 界， /0 = 1，即疗（钇）如果 7( 貧）： 〆 ， 
r ( g )^ g % 那么 ra ( g )^ r ( g t ) = g st m 在整数模 n 的环 Z / n 2 
中，所存与《互紊的剩佘类对干乘法组成_ 1个群， m 这个群为 
^/ nX \ 以上分析表明，当 G =< 紅>为抑阶循环群时， 

Aut(G)^Z/nZ v a 

设 G 为任意一个群， aeG 力一固定元素.我们定 义心 : G + 

G 为 

crai^y^axa" 1 G w 

由可知，是一个 -对应.显然 



S6 


! 二章」 ^ __ _ — 一 ___ 

<rj xy)=axya- i ^(axa- { )(aya" i )^a a (x)cr a {y)^ 

因之的是 G 的自 M 构.这样由 C 中元素引起的 
自同构称为内自同构.容易验证， 

j 

这就是说，给出了群 G 到 Aut ( G ) 的一个同态 •（？ 的同态 
象就是 G 的全体内自间构，它们组成 Aut ( G ) 的一个子群，这个子 
群记为 In ( G )， 称为 (7 的内自周构群.我们用 /: G + In ( G ) 代表 
间态，下面來考察一下/的核. 

如果 a € k er (/)， 那么 

c 7 n ( a :) = axa -1 — x ^ 

对所有的这就足说，《与 <7中所有元素可交换_反过来， 
如果与 G 中所有元素可交换，那么 M a ^ = ： r ， 即 

在任意一个群^屮，所有与^的全体元素可交换的元素的集 
合称为<5的中心， kl 为 ^( G ) t 以上讨沦说明，群 G 的中心 Z ( G ) 
就苫于 ker (/), Z ( G ) 是 G 的正规子群，而且根据问态基本定理， 
我们有 

GjZ{G)^ln{G), 

定理12设 G 是任意一个群.我们有 
In(G)<]Aut((?) f 

证明 & a fl GIn ((/)， r € Aut ( G ). 于是 
ru 0 T ~ 1 (^)^ ra a ( r - l (^)) 

二 cr T ⑷⑷， 

即 

ro * fl r _J ^ cr r(a) € In ( G ). 

这就证明了， In ( G ) 足 AiU ( C ；) 的正规子群，_ 
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自同构群对于内自同构群的商群 

Aut ⑼ /In ⑹ 

称为群 G 的外自同构群. 

由上而的讨论，当群 G 的中心二时，我们有 

G ^ ln ( G) w 

在这个情形下，我们可以认为 G 的自同构群包含 6 T 作为 它的子 
群. 

定理 13 如果 Z (60 = { e }, 那么 G 的自同构群 Aut (⑴的中 
心也只含有单位元素. 

证明我们来证明，在定理的条件下，与全体内自同构交换的 
白同构一定是单位自问构. 

设与 a 对应的内自同构 < r a ein ( t ?), reAut ( G ). 由 
定理12的证明 f 我们有 

ra ^ r i ^ iCr T<^. 

如果 rcr fl = (7 a r ，那么(7 0 = cr r<(?> ? Bj ] 

t ⑷ 

由 Z ( G ) = { e ), 即得 

t ( a ) a ^ 2 = e , 

r ( a )=^ i ， 对所有的 a ^ G , 

这躭是说， r 是单位自同构，因而 

Z(Aut(G))^U\ I 

这个结果说明，从一个中心是单位的群 G 出发，作它的自同构 
群 Aut ( G )， 我们有 

G < Aut ( G ) 且 Z ( Aut ( G )) = { e }. 

于是我们再作 Aut ( G ) 的自同构群，这样一层二层地上去就得到 
一串群 

G<Aut ⑼ <Aut(Aut ⑹） <.. 、 

一个自然提出的问题是£这一串群可不可能无限地作 下去？ 维兰 
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^(Wielandt)^： 1951 年解决 jT 这 个问题 .叩从任意一个中心为爷 
位的有限群 G 出发，--步一步地作群的自 M 构群，有限步之后一定 
終止，换句话说，有限步之活我们一定得到一个群，它的㈢同构都 
S 内自间构.一个屮心为黾位氐肖同构全是内肖间构的群称为完 
全群.维兰特的结果就是，从仟意一个中心为单位的有限群出发， 
不断作自同构群，有限歩之后_ * 定得到一个完全群， 

§ 6群在一集合上的作用 

设 X 是任 意一个集合（非空的），我们知遏，集合 尤的全 体到月 
身的一一 ^ 对应组成一个辟 s(x) ， s(x) 的子群称为集合 X 的变 
换群 . 从历史的发展看，人们最辱研究的都是某一集合上的变换 
群 . 直到现在，各种类％的变换群的研究仍是群论的一个重要部 
分 . 抽象群的概念正是从变换群來的 . 在群论的发展中，一方而 
是把抽象群论中得到的结果应用到变换群上，另一方两也常常利 
用变换群来研究抽象群的性质.以前讲过的凯莱定理就是建立这 
二者的朕系.这一节就是要引人一个适当广泛的定义来体现抽象 
群 V 变换群的联系 . 

定义3设 G 是一个群， A 是一非空集合.如果给了一个映 
射十人，适合条件： 

1 > 

2) f(glg2,^)=f(g ： l 9 f(g2^)) 9 

对所有的那么我们就说，/决定了群 G 在集合 

X上的作用. 

在不需要明确指出映射/的情况下，我们常常把简 
写成发 (>)• 按这个写法，定义中的条件就4以写成 

1) ^ (,r ) ^ ^, 

枫躬窀夂，如果群 G 作用在*合 X 上，那各 G 的每个元素贫都 
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对应集合 X 的-个到内身的映 C 〜：由定义中的条件> 
我们有 ? 

尽 _1 (呂0)>=^(豸』•0)>1(方）二〜 

这就说明/中飪个元:素 g 对应的映 射心都 是集合 x 的到 a 身 
的一一对应， 

〜 es ( x ) 

且显然 ，辽 ㈠ < r t 是群 g 到群没 （ x ) 的一个同态映 
射. 

反过来，如果给了一个同态映射於 
并且定义 

艺 O ) = (尤），对茗 

那么就决定了群 g 在集合 Z 上的作 ffl. 由此，我们也可以，用群 r; 
到 jq 的同态来定义群 g 在集合 a 上的作用.这两种说法是一 
致的. 

下面来看几个例子. 

例1设 g 是一个群，取 x = 定义 

g ⑷对 gjEG . 

这就给出了一个群在集合 G 上的作用，这就是我们以前所谓的左 
f 移. 

例 2 设 G 是一个群，取 X = 定义 

g ， 托 (K 

这就是通常所谓的群上的共轭变换.在共轭变换下， 元素 gxg - 1 
称为与元素 t 共轭，同样，子群泛好在- 1 称为与 - f 群 H 共轭.它 
们都 是等价关系. 

例 3 设 G 是一个群，桉子群 i ? 分成左陪集 U / f ， 
令体左阽银所成的集合.定义 


这就决定了群 r ? 在巢上的作 用. 由左陪集构成的集合通常称 


为群 a 的一个齐牷空间. 

当群 <9作用在集合 X 上，完全可能中不同的允素在 X 上 
⑴起相同的映射，换句诖说，同态不一定足尔在上谢 
的例2中，如采群 G 的中心包含单位元素以外的元素，那么显然， 
中心的元实全对应 G 的恆同映射.如果同态紅中 4 h 邵么 
我们就说，辟 G 在集合 X V :的作用是如实的.或者说，群 G 是如灾 
地作用在集合2上.例1中的作用就是如突的，而例2，例3就不 
一定是如实的 . 

定义 4 设 G 是一个群， 叉，：^ 是两个非空 東合， f ? 作用忭 X 
上 ，间时 G 也作 mfr : X ，上.如果有一个一一对应炉: 

P (尽⑷ ）= g ( 炉(疋））， 

那么这两个作用就称为等价的. 

从抽象的观点看，两个等价的作用可以不加区別. 

以前我们定义过 G 上的右平移，即对于贫 g ( x )^ 
叹' 在 G 上，定义 

qp >(^) = ^ [ ^ eG t 


由 


立即看出，左平移与右平移是等价的. 

设群作用在非空集合 X 上，在集合 X 上我们来定义一等价 
关系“〜”.对于 I yex ， 如果在 g 中有一十元素 g ■使得 y -_ 
君（方），那么就说 疋〜 y (读为 $等价子 y ). 容易证明，关系〜 y ” 
确实是一个等价关系(证明留给读者）.在这个等价戈系下，集合 
X 的元素被分成等价类，这样分成的等价类称为轨道.由定义可 
知，包含元素^的轨道就是子集合 

显然，集合 X 就是全部不间的轨道的并，即 




_ Sfl 辞在一集合上的 作 Jfj fn 

X = y 仏，其中: r 取遍不同轨道的代表， 

轨道也可^只包含黾个的元素〜这就是说，对于所冇内 
茗 6 G 都有 


g { T )= T a 

这样的元素 $ 称为 g 的不动元素 . 在上面的例 2 中，对于 
G ， 紅（均二如果 Tez(G) ， 那么 显然乂 反过来，由 
可知 

也有可能集合 x 本身就是一个轨道，这就是说，对于任意的 
有一个元素紅 ea, 使 y := 茗（ X), 在这个情况，我们 
说，群 g 在集合 y 上的作用是传递的，不难看出，上面的例 1 与例 
3 都是传递的情形 . 

设 r 是域尸上的一个抑维线性空间， ) 是域尸上全体 
nxn 可逆矩阵组成的一般线性群.在 r 中取定一组基后，每个 
可逆矩阵 A ^ GL n { F ) 就对应 r 的一个可逆线性变换乂.显然， 
定义(: r ) 就给出了 GL n ( F ) 在 F 上的作用.零 向最是 
<^ L n { F ) 的一个不动元素，因为任意两个非零向般都可以用可逆 
线性变换互变，所以全体非 零向® 组成一个轨道，由此可知， F 是 
两个轨道的并， 


V-W\J{aeV\a^0} t 

设群 G 作用在集合 X 上，对于集合 X 中任意一个元素$，容易 
看出集合 


是 G 的一个子群，我们用表示这个子群.它称为元素 r 的稳定 

子群 . 

定理 14 设群 ( ？ 作用在集合 x 上， ^ex, 0 ,是包含疋的轨 
道，是 r 的穗定子群 + 子是群 ( ？ 在集合 o ，上的作用与群 c 在 
齐性空问 g / 丑 ^ 上 的作用等价 . 

证明首先，由轨道的定义，对于任意元素 ^ e 0 〃 任意的尽 
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然冇 


因之，考虑 c 在 h 的作用是冇 S 义的. 

对于任意…个左陪犯 aUI 盘元素显然有 

貧 O) =a (: r). 

这就是说，同一个左陪®屮不同的元柰把$变到 M —个元素.反 
过来，如果使 

那么 g * Vgi (； r )= T ， 即，因而 gu 茗: i 属于同一个左陪 
集.我们定义映射 

r - G / HfO , 

为 

i ?( aIT f ) = a ( x) t 

以上讨论表明，映射於是集合到 0* 的一个一一对应. 
(为什么 P 是满的？） 

显然有 


0( 君 aifj) =ga( ； r) =g«aHJ )、， 

因而 G 在上的作用与 C ? 在齐性空 M G /丑， 上的作用等价.儀 
推论1 设群 G 在集合 X 上的作用是传递的，是元 
素 T 的穗定于群，于是 G 在 X 上的作用与 G 在齐性空间 G /仏上 
的作用等价. 

证明显然，儀 

推沧1表明，对 于任意 一个群 f ? ，<7的传递作用的集合 的研究 
就归结 为<?的齐性空间的研究. 

推论2 设 G 是有限群， G 作用在集合 X 上 ,于是任意一个 
机道包含有限多个元素，且包含元素的个数是群 G 的阶的因 

于. 

证明 设是元素 $ 的稳定子群.我们知道 





群在一集合 Utonurf 




[ O . i ---- \ GfilA , 

这就明了所要的结论 .■ 

一个有限群 G 称 Xl P - 群 为紊數），知工 G 的阶是素数 P 的 
方幂，即 

IG 卜 : 〆 ， fc > i , 

推论3设有限群 G 作用在一个有限集合 X 上.如果 C ? 是 
群，丨叉 ！ = ti ，（ ti ， p ) = i , 邵么 JC 中必有不动元素， 

证明设 GmOv ‘…，菇集合 X 的全部轨道.我们知 
道， A 是不动元素的允分必要条件是 |OJ 5 1. 如果 A 不是不动 
元素，那么由推论 2， H 卜: L 因为 

n ^\ X \=-- f \\ G Xi \, 

i 二 i 

所以由 （ ra f p > = l 可知必有 h 使丨二 1. 届 

在上面的证明屮我们>&到，只要： OJ >；[ 就冇 p 丨 | OJ . 闵 
之进一步有 

推论4设群 6 T 作用在一个有限臬合 X 上，.如 
果 f 为 X 中不幼元素的个数，那么 

t = n( niodp)^ 

证明由 

w = / 十 E 1乂[ 

I Ojp I >1 

即得所要的结论 . I 

推论& p - 群必有 非平凡的中心 . 

证明设 G 为 一 群，考虑 <9在(？ i : 的共轭变换.在这个情 
况下，我们知道只有中心的元素十构成单个允桌的轨道，令 

由推论4即得 
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(^OCmod^)^ 

因为所以一定有 i > l . ■ 

顺便:兑一下，当 (？ 在 t ? 上的作用是共轭变换时，包含 G 中元尜 
$的轨 造# 为1所在的共轭类 T 记为对于有限群<?,我们 
有 

| CU )| H (?/ 扎 I ， 

其中是 r 的稳定子群.由共轭变换的定义，显然 

叩^匕由全部与 T 可交换的元素所组成.这个子群称为元素方的 
中心化子，记为艺 U ). 明显地， 2 JU ) = G 当乱 fn 因 

之，对十有限群 G , 我们有 

其中$取遍非中心元素的共轭类的#表.这个公式在有限群的忖 
论中基冇用的. 

最后再说明一点，定理 u 断言群 G 在轨道上的作用与 c 
在齐性空间 G /丑* 上的作用等价，这甩: T 是轨道6^中任意一个元 
素_由此立即推出，对于齐性空间 GjU : 与 G / 圮是等 
价的.实陈上我们可以证明 

定理？5设群 (？ 作用在臬合 X 上，;如果有心£<7 
使7 = ，那么丑> = go ^ xgo 1 . 

证明对于紅6丑*，即尽（怎 ） ==疋，我们有 

(^o^g ， o l )(y)^^ p er^o I C^o(^)) 

= g<ig(^) = go(^) = yt 

这就是说，心尽钇 fei ^， 即 
同样可以证明 

H y <g 0 H^^ | ^ 
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§ 7西罗定理 

我们知道，对子冇限群，每个子群的阶都是群的阶的因子，很 
内然地要问，对于群的阶的任何一个因子，是否都存在一个子群， 
以这个因子为阶.不难举 m 例子，这样一个一般形式的结论是不 
成立的 . 臂如4次交错群4的阶是12,它有2阶，3阶与4阶子 
群，但是没有6阶子群；又如我们已经证明，当 n >-5 时，3„是单群， 
不难证明，在有限群中，任何一个指数为2的子群一定正规，由此 

可见，在中，不存在阶为的子群.在这一节我们 

将部分地给出这个问题的淳定回答，具体地说，我们将证明，当因 
子是素数方幂时,这样的子群是存在的，同时讨论这种子群的一些 
性质.以下得到的几条主要定理通常称为西罗定理. 

定理 1 B (西罗 （ SyIow > 第一定理） 设 G 是一有限群 ， p 是 
素教 • 如果螂么 G 中一定有一个阶为 〆 的子群. 

设子是由定理的条件有 kd 
下面先证一个引理. 

引理 设 mXk < l ， Cf 是纽合数.子是 
证明 我们知道 

rJ *_ 托{>一1)， " （格一 〆 + 1) 

n - o * 

为了 lit 明所要的结论，我们來看一下分子与分母的各个因子中所 
含的 P 的方幂.容易看出，与一 i ， 在 0< i < 〆 的 
情形下，包含的 P 的方幂是一样的.事实上，如杲 i （ J 0， 

0 = 那么有 

妒 m — 〆 + £’二 p ’ （多卜 ’m — i ’）》 
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显然， （ h / ( m -( P , p k ^-0 = 1. 这就说明，分数 

(n Y )' ^ (v - i - \ ) 

r — (p - 1)，.，] 

在消去分子与分母中乂 ~的^的闶 r 之后是一个分子与分母全与 
p 互素的分数 .n 

^V = p i ~ k - 川 • ，， 

这 就证明 理. 

定理的证明：令 a 屮企部含冇，个元素的子集合的集 
合.显然[ X 丨 -- CT . 对 fx 中乂尜.1，定义 

g(A)--^gA.geG f 

这就给出了群 G 江汜合 X 上的作用.伐们知道，集合 X 可以分解成 
全部轨道的并 ， BU 


因为 〆 +4 UI ， 所以，至少有一个轨道，替如说 Op 有卩 ‘-* 十 4 
|0 4 |,令4是4的稔定子群，由丨0」=|<?///」可知 

p k \ UI ,\. 

另一方面，取 a 6 4,既然// 4 是」的稳定子群，必然有 

H A adA y 

即 

\ H A a \ ^ | //^ [ < M | 

因之 I 及 d 二 y 就是 一 个阶为 〆 的子群 t | 

特别地，当 | G 1- p l ， m ，（ P ， m ): 1时， G 有阶为 y 的子群，阶 
为少的子詳称为 G 的西罗 p - 子群. 

定理17 (西罗第二定理）设有限群 G 的阶为 j ^ m ， 其中沪 
为素数 *(/，饥）.--1，尸为0的一个西罗 J >- 子群.于是的任意一 1- 
阶力 P ' k ' d ) 的子群//一定包舍在一个与 尸共轭 的西罗 予 
群中， 

母明；0 Pi ^ t 陪集所成的 鬼合 ，定义 "在: v 上的作 
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用为 * 

我 ffj.H U 卜^ |//; -二 p k . 山定邢14的批论 U 有一不动 

元素，即有一左陪集使 

HgP < ZgP . 

屮此即得 

U ^ gPg -^ I 

特別地，3//也是一个两罗 P : f 1 群时，我们有 
推论1 在有限群中，任意两个西罗子群都互相共耗. ■ 
山推论1可以知逍，一个有限群 G 有唯一的西罗少，于群尸的 
元分必要条件是 P 在 G 中正规. 

对于群 G 屮任一子群好，我们定义 

M 然， #(//> 是 一了群 [1 a :(//)3//. A，（iO 祢为 子群" 的正规 
让子.由定义立即推出， 

推论2 设卩为一有限群，尸是 <7的一个西罗 P - 于群，于是 
M ( N ( P )) = N ( r ), AYP ) 中不可能包含 G 的另一个西罗丨-子 

蛘. 

证明既然7>是6的一个两罗子群 ，尸当 然也是 W ( P ) 的 
西罗子群，由可知 P 是 W (尸）中唯一的一个西罗 
P- 子群，因而 #(P ) 不可能包含 G 的另一个西罗 /»- 子群._ 

如果(尸 >)，即 

gN(P)g~ l -N(P), 

那么贫尸 f 〗 也是^(尸），的西罗 i-T 群，闶而 

gPg l ^ P w 

这就是说•矿6 Y (尸 ） f N ( N ( P )) C ： N ( P) t 显然(入 T (P>)3 
X(尸），干是 

」 V( 』 V(P)) .V(P), I 
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H 群 

推冷 3 说 g 为一有限群， p 为一素数， y 是 c 中全 
部西罗 i ?- 子群的个数是 I 6?丨的因于， 

证明令 YG 中全体西罗所成的集合.我 们定义 
(7 在 X 上的作爪为： 

g(Q) = gOg~ l f %i^geG,Qex m 
稂据定理17的推论1, <7在 X 上的作用是传递的.取 P ex ， 显 
然 P 的稳定子群就是 KP ) ， 于是 

\ X \= IG : N ( P )3 9 
这就证明了所要的结论. ■ 

定理 18 <西罗第三定理）议 G 为一有限群，： P 为一素數， 
p \\^ I ^ 是 G 中全部西罗/子群的个數.于是 Umodjp ). 

证明 令叉是 G 中全部西罗 少-子 群所成的集合，尸是 G 的一 
个西罗子群.定义 P 在 X 上的作用为 I 

g(Q) = gQ^\^^geP f QeX m 
由定理17的推论2,我们知道， p 是 z 中唯一的一个不动元素. 
再利用定理14的推论4即得 

A = l ( mod /)) # | 

结合上面的推论3,我们有 

推论设有限群 G 的阶是其中 （ p ， m )= l , p 是素数， 
于是 G 的西罗少-子群的个数是川的因予. 

证明 显然 . I 

作为达一节的结束，我们来看一个例子来说明如何应用上面 
的结果来解决群论的问题. 

设有限群 G 的阶是7 2 . 72 = 2^ Z \ C ? 的西罗3 +群的个数 
是1 + 3 t 由 （1 十3 f )|8 可知 i =0 或；一1, 如果； - 冇唯一的一 

个9阶子群.这个子群是正规的.如果 # = 1， G 有4个9阶了■群 
考 jMg 在集合 

又 = J t 尸1, 户 尸 4) 
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上的共轭变换， G 的每个元素在 X 上引起一个4次置换，这就给 
出了一个同态 


< P ： G ^ S^ w 

因为72>24=|攻 4 |，而且史 （ G ) 参 { e }， 所以， kcr (^) 非平凡 
( ker (>) 的阶至少是 3). 综合以上两种情形， f ? 必有非平凡的正 
规 r 群.这就说明，阶为72的辫一定不是羊群. 

% B 群的直和 


现在我们来介绍一种由已知群构造新的群的方法.先看两个 
群的情形. 

设^^仏是两个群，考虑集合 

G ' xG 2 . 

对于 X %中任意两个元素（心我们定义乘法为， 

( 0 1 J 6| ) ((12 , &5 ) - ' ( < J 2 J ^1^2 ) ? 

其中第一个分量是作 A 的乘法，第二个分量是作仏的乘法_由于 
群 A , A 的乘法有结合律，所以新定义的乘法显然也适合结合律. 

令 ^ 1^2 分别是群 0 lf G 3 的单位元素，于是对所有的 ( a , 
AxG 2 有 

( a t b )( e l 7 e 2 )^( e ii e ^)( a , b ) 

= OJ )， 

即 Rx 仏在新定义的乘法下有单位元素 （ ei ， e 2 h 对于所有的（心 
㈨ 叫乂仏有 


( a ，6)( a r 】， 6 ""】）= ( 6 ” 63 ) ， 

即％ x A 中每个元素有逆元素. 

以上讨论表明在所定义的乘法下成一群.我们称这 
个群为群仏与!^的直和，记为 

V蛘‘直 和仏㊉ ％的结构完全被群，<? 2 的结构所决定. 






i ⑽ ^ 二章群 

当是仟邮群时 ， [tfjj \ a 2 \ 一 h ，- f 是 仏 ㊉ 仏也是 

有限群 ， R 

J 01©0 2 j = ^ j«2* 

在仏 ㊉ 仏中令 

G ^ na ^^^ eG . y , 

G 2 = {(e^b) y beG 2 } 9 

嵙 S 验证， A 与^^都是心 ㊉ ％的子群.显然映射 a ^( a ， e 2 ) 是 A 
到 h 的一个同构，同样，映射 是％ 到 h 的一个同构， 
这就是说， G ,， G 2 分別与+群同构. 

对于任意的 

( aY l , b \ l )( a , e 3 )( a n b t ) 

^( a ^ aa ^ bj ^^ 

— ( a \ l aa li e 2 ) eO lf 
<« r 1 ^ r I )(^ J fe )( o tJ * I ) 

二 （aj l a { ybY^bO 
^( e ^ b ^ bb ^& G ^ 

这就说明 > G U 疗 2 都是仏 ㊉ 仏的正规子群. 

对中任意元素/= ( ci ，6) ，有 

^^( a ) b )=( a f e 2 )( e lt b) r 

x =^ a ; l x 2 , 其中 x^G x , x ^ G 2m 
这躭是说， 迕和 A ㊉ 仏中 的每个元崇郞诃以分解成 A 与吞 2 中元 
素的乘积.不难验证，这样的分解忒是唯一的. 

直和的定义不难推广到多个群的情形_设 ■ * • , G , 是 A 个 
群，考虑集合 


G ' kG 2 x … x G tr 

对 TK 中任盘元素（〜，.*.，〜）还是按分置来 
定义乘法 
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(A ， …… 7 b B ) 

其中 二 ：!，， * ， 

容易验 证，6 x … • xf ?, 在这样定义的乘法 F 成一群，它称为 
群 G i ， • ■ - , G a 的直和，记为 

G !© * * * ㊉ 

与两个群的情形一样，定义 

= ，…，。… 7 a 】 ， e 【 + j ，…， OG 山 

1 ， ■ * 、 s , 

其中 I 为群 G , 的单位元素.同样他，每个沒,都是直和士 ㊉ … _© G , 
的正规子群且与 A 同抅. ' 

对于仏 ㊉ 中任意一个元素， 

(«1 ，… ， a a ) ， 

令;^ = (6 1? ‘ " ，+ - * ,ej - - • f s . x { eG , 显然冇 

怎 = 《V * ■ 龙 " 

即直和 ⑽ • * _©6^中的毎个元柰部能分解成正规子群 ^，…， 
@，的元素的乘积.容易看出，这样的分解式是唯一的. 

我们知道，直和 ■ • ■©& 的结枸完全被群 G u • • _ , G , 的结 
构所决定.因此，如果一个群能够分 K 龙某一些群的直和，那么这 
个群的研究就可以归结为另一些群(一般说来，它们比原来的群简 
单些〉 的研究.下面就来讨论，在什么条悴下，一个群能够分解成 
一些群的直和. 

定理19设，.-.，友，是群 G 的正规于群.如果 1 )G = 
iSV • 对于 G 中住意一个元素怎，表示式$ = ;^，•，:^，其中 

N it i = l , * *- 是唯一的，那么 

G ^ 况 1® * *. ㊉ 友 •• 

证明由表示式 

x = Xj * Ni,i = l ^ >.* y s 


的唯一性我们可 UUH G 与_ ㊉ 之间逑，立-■个一一对 
应 ，即 

s — . •，文 a h 

下面就是要证明它是一个同构映射， 

先由表示式的唯一性我们来证明 

义门』（={0，当片 j . 

事实上，如果但那么$就耍有两种不同的表 
示式， 


x = e , *'€ xe '** e ： =^€ t ■ 'exB * * ■ c 

I I 

• 心位 第 j 位 

这就证明了 当 

由此我们立即可以钲明，对子任意两个不同的正规子群乂与 
A %， 它们的元素必两两交換，印对于任意的 有 

为此我们来看元素 

X ^ X f 

一方面因为是正规子群，所以 

从而凡•另一方面，同样可以知道 
即 

这就是说，即因之，对于任意的; f ， 
托义由 



技就证明了 h 巧 i 定夂的 映射保持乘法，因而是卜同构 .■ 
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在这个怙形，我{门也就说群6分解成正蚬子辟义，+ ..，” 4 的 
直和. 

与线性空间分解成子空间的直和的情况类似，读者不难证明 
定理19中的条件 2) 可以换成 

20单位元紊只有唯一的表示，即 

e = e - * * e $ 

也可以换成 

公 、 ■ .冗 ■ = = • • •，在 ■ 

正如前 ® 指出的，在群 G 分解成一些正规子群 心，…，饱 
直和时，群 G 的研究也就归结为正规子群 Y lt .•‘，及 4 的趼究. 

如果一个群不能分解成两个非平凡的正规子群的直和，那么 
这个群就称 为不可分解的 . 显然，任意一个有限群总可以分解成 
一挂不可分解的群的直和.群的直和分解是群论中一个重要的问 
题，这里不细说了. 

最后作为一个钶子，我们来看看有限交换群的情形. 

设 G 是一有限交换群 AG \^ n t n ^ 标准分解式为 

n ^ P] Tl • • m P $ T * 

其中: Pi，* ■ * 为不同的素数 .*，s, 

令 R 为 G 的西罗见-子群 ， f = 由上一节定理17推 

论，可知 A 是唯一的西罗子群，因而不难看出（定理 17) 仏恰 
由 G 中全部阶为九的方幂的元素所组成. 

♦ U = W，G “ 因为 A 中的元素的阶为丸的方幂，而子群 
G !" - G 卜 * * G s 

中元素的阶为 P / 1 * • 的因子（由§ 2 定理6前的引 

理），所以， 

OiOO ^ ^ Gi - iG.+r - G a = < e > ? ; - 1 ， … ， 5 . 

由定理19及上面的讨论可知 

"二^ ㊉ * * * ㊉ ^， 
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因之，卜沖…^二 | Ol , 这就说明了 

II — 0 = Gi@* * 

换句 K 说，我们证明了，任意一个有限的交换群都可以分解成一些 
少-群的直和，当然 ，杏时 候群还可以分解，以后我们将证明 ，一 
个户-群不可分解的充分必要条件是它是循环群， 

& 9若当-赫德尔定理 

在§4中我们应用递降子群列刻划了有限可解群.在这一节 
我们将指出，递 降土群 列对于刻划一般有限群的结构也是一重要 
的工具，下面将证明的若当-赫德尔 （Jordan-HSlder) 定理正说明 
了这一点. - 

定义5如果一个群 f? 的任一个有限递降子群列 

⑴ O^G G >G t >^>G r ^{ey 

满足；每个 A 是其前一个 Ah 的正规子群，则 （1) 称为 G 的一个次 

正规子群列. （1) 的商群组 

⑵ Gj/f?®, - - * f G T ^i/6 T ^O r - t 

称为 （1) 的因子群组. 

如果一个次正规子群列（1>的毎个因子群都是单群， 
则 （1) 称为一个含成群到. 

在上述定义中“次”的意义是并不要求每个子群 G, 为 G 的正 
规子群， 

在 （1) 中可 能有重复的项出现，也就是在 （2) 中可能有单位元 
群即出现 .（2) 中非艰位元的因子群的个数称为（1>的 长度. 

单群 G 显然只有一个次正规子群列它也是 唯- 的合 
成群列 • 如果 G 不是玳群，则它至少有两个次正规子群列.但是 
一般的群则不一定有合成群列. 

我们首先指出，每个冇限群 G 至少有一个合成群列.设 （1) 是 
G 的一个无重复的次正规子群列 .（1) 的长度 r 显然不超过0的 
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阶.因此不妨设 （1) 是 G 的 一 个无重复的 A fTG 大苌度的次正规 
f 群列. 我们坩 反证法来证明它是一个合成 / n : n 股若冇某个因 
子群 （?,/ g . +1 — G . 不是单群. f 是$有一个非平凡的正规 t 群 
//. 根据 § i 群 M 态定现，在 a g 之问存在一个子群//使 
得 

而且 

然后在 （1) 中插人一项丑使得 

0 — D •- ** * *^>G r = {e}, 

这是 G 的一个无重复的次正规子群列. m 是它的松度等于 r 十 1. 
这与（1>为最大长度的假设矛盾，所以铝个因子群是单 
群，从而 (1) 是一个杏成群列， 

我们实际上是证明了.，只要某一因子群仏/仏 +1 不足舉群，那 
么在 A 与6\- + 1 之间就可以補入一个子群"使次止规子群列的民 
度增加.因此，合成群列 tk 就是不能再插入（真 正地〉 任何一项的 
次正规子群列 . ’ - 

证明是严重地依赖干群的冇限性，至干无限群，一般地就不 
一定有合成群列，如整数加法群 Z (读者验证一下）.为了保证合 
成群列的存在，对无限群必需加适4的“有限”条件，这在本书中就 
不讨论了. 

在§ 4 中我们已经得到如下的 结论： 

( i ) 每个有限可解群 G 有一个合成群列 

G = C ? ot > Gj [> * ‘ 

使得每个因子群仏/<7_ +1 都是素敖阶循环埒.反之也成立. 

( ii ) 有限可解群 G 的任一个合成埒列（无重 复喟 ） G = 

[> C? f 的因子群组 

^ o/^i jG ]/ G 2 , * * * ? Gj—^/Gy 
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第二章群 


不计次序由 G 本身唯一决定，与合成群列的选取无关， 

第一条是有限可解群类的特性，用它可以判別一个有限群是 
不是可解的.而第二条则不仅是有限4解群所独有的，它是一般 
有限辟类的共性.这戎现在 

若当-赫德尔定琮有恨群 <9的饪意两个无重复项的合成群 
列有相同的长度，而且它们的因子群纽在同构意义下不计次序一 
一相等. 

证明设 

(3) 6 T H >6^1>".|> G r = { e } 

和 

( 4 ) 

是 (5 的两个无 重复项 的合成群列.求证 r ^ s 而且它们的因子群 

m 

(5) G ， G \， … 

和 

(6) 寧 此 -' jH , 

在同构意义下不计次序一一 相等. 证明是对合成群列的长度作叫 
纳法.若则 G 为单群，而单群只有一个合成群列，从而 (3), 
(4) 相同 ， r = s = 假设定理对于有一个长度 T -1 的合成群列的 
有限群成立，求证对于有一个长度 r 的合成群列的有限群定埋也 
成立. 

若仏，则在( 3 )，（ 4 )中去掉第一项之后，它们就是同一个 
群 A -丑 i 的合成群列，而且它们的度分別为 r 一 1和 t -1. 根 
据归纳法假设得7 — 1 = 5 — 1，从而^=〜而且在 (5) ， （6) 中去掉头 
一项之后的因子群组不计次序——扣等，因而(5)， （6) 也一一*相 
等.其次考虑一般情况，设我们利用§1群间态定理， 
将一般情况归结为上而的情况，从而证明本定理.由于67吣和 
G ! H \ 都是非平凡单群，因而 A 和都是 G 的极大正规子群. 
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又因知从而 

O ^ G r H u 

令，二 w 2 . 根据 § i 间态定理有 

(7) G/G^HJN^ GfH^GJN^ 

任盘取定的一个无重复的合成群列 X 2 (>A 3 j > .… 0 A % = &}， 
用它怍出 G 的两个新的无重复的合成群列 ' 

(8) G =(?(,[> G ： t > A T n [> - - - = 

和 

(9) G = // 0 |> i / 1 > iV 2 O ^- OiV ( -{ e >. 

然后比较（ 3 )和（ 8 ),由于第二项相同，于是可归结为上面的情况， 
从而 r = 而且因了-群组 

UO) GfGv’GJmNwuUNt 

和 （5) 不计次序…一相等.再比较 U) 和(9)，第二项也相同，于是 
又 W 结为上面的惜况.从而 s -：〗 二 r 而且因子群组 
Ul ) UN t 

和 (6) 不计次序一一相等，由 （7) 可知， （1 G ) 和 （11) 不计次序一一 
相等，所以因子群组 (5) 和 (6) 不计次序也一一相等.这就证明了， 
定理对于有一个长度 r 的合成群列的有限群也 成立. 由归纳法可 
知，定理对任意有般砟成立._ 

若赫德尔定理告诉我们，一个有限群 G 的任一合成群列的 
因子群组(不计次序）在同构直义下足丄 G 唯- '决定的，与合成群 
列的选取无关，因而这个因子群组也称为群 G 的因子群组，它由一 
组非平凡的单群组成 • 人们自然要提出它的反问题，就是预先给 
定一组有限单群 S 二 d . . *，^ r } ，问以孓群组的有限群有 
多少种不同构的 类型？ 当 r = l 时，显然只奋 一种， 就基 
当 r > 2 时，这个问题就变得非常 困难.般 说来，它可以归结为 
如下的 问题： 任迕给定两个群及和试抅 造出所 冇不同构的群 
6 俾得 W 为 G 的正规子群而且商群 
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第二萆群 


G/N^H^ 

这就是所谓的群扩张问题.群扩张是群论中的一个 t 要的理论， 
它超出本书 W 论的范围. 

§ 10幺半群 

现在我们来介绍一个比群更广一点的概念，叩幺半群.它虽 
然内容没有群那样丰富，能得到的结果也不象群那样深刻，但是它 
确实槪括了不少重要的对象，在理论与实际中有不少应用，因之 
建立这个槪念并讨论它的一些基本性质是冇必要的， 

定义8 设 s 是一非空集合.如果在沒上定义了一个二元 
运算，记为(读作乘法），它适合条件， 

1) 结合律），占 

2) 在沒中有一元素 e 具有性质 

^^t = oe — a 9 对所有的 
那么沒就称为一幺 半群. 

当然，如果把二元运算记为 a 那么就读成加法，这是无关 

紧要的，显然，所有的群都是幺半群.下面来看几个例子. 

例 1设丑是一个么环* 干是及 的元素对于乘法就成一个幺 
半群. 

例 2 全体非负整数对于加法成一幺半群；全体正整数对于 
乘法成一幺半群. 

例3 设义 是任意一个非空集，财(义）是 X 的全体到自身的 
映射组成的集合，见（ X )对于映射的乘法敁然成一幺半群_ 

例 4设 X 是任崽一个非空集合， 尸 （又）是义的仝部子集合 
组成的 集合. 尸 U ) 对于集合并成一幺半群；户（义）对于集合 
交 “ rr ’ 也成一幺半群. 

例 s 设是一 个群. 在 g 外任取一个元素 0. 定义0贫二 
& 0 一0,对所 有的尽 于是 gu { o } 成一幺半群， 
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庄幺 半群中，容易证明，适合勺伴 2) 的元尜是唯一的，这个元 
躬称为单位元素. 

如果幺半群汐的运算进一步适合交换律，即 ab ^ ba , 那么汶 
就祢为交换幺半群.例2与例4中的幺半群就昆交换的. 

如杲<?是幺半群 S 的一个子集合，具有性质， 1) eeQ ,2) Q 
对运苋封闭，那么 G 就称为 N 的一个子幺半群.幺半群 M ( X ) 的 
子幺半群称为集合 X 上的一个变换幺半群， 

如果是幺半群 S 到幺半群&的一个映射，它适合 条件： 

1) 炉 = 中的填位元素），2>那么 p 就 
称为改到 V 的一个同态.单一的，映上的同态称为间构. 

与群的情况一样，可以证明 

定理20饪意一个么半群沒都与臬合汐的一个变换 i 半群 

同构. 

证明留给读者， ■ 

设炉: 汐 + y 是幺半群的同态，容易证明，炉的象炉（这>是以 
的子幺半群.的核 

ker(g?) ={fl €■ 改丨 史 （ cO=e f } 


是 S 的子幺半群. 

与群的情形不同，我们不容易刻划出什么样的子幺半群可以 
是一个同态的核，因而，为了弄清楚幺半群的间态，我们需要采用 
另外的办法. 

定义 7 设没是一幺半群/‘〜”是定义在 S 上的一个等价关 
系，如果“〜”具有性质：由 a 〜6， c 〜 d 可以推知 ac 〜 & d ， 那么 
“〜”称为6的一个同余关系. 

我们知道，全体非负整数对于加法成一幺半群.取一正整数 
定义 


a = Wmodm ) 如果 m \ 


第二章祥 


显然这是一个同佘关系.我们以前讨沧过，在这个冋佘关系 T , 全 
体非负整数被分成 m 个剰类. 

对于一般的幺半群，因为同佘关系是一等价关系，所以可以分 
成若干等价赉，在这里称为同佘赉.设 A B 是仟意两个同佘类， 
a ^ A . beB ^ 由定义可知， M 所在的同余类1心&的选择无关， 
而是由』，/?决定的.我们把所在的间余类圯义为同余类 
B 的乘积，记为对 T 这样定义的乘法，结合律是明显的 t 如 
果，是哏位元素 e 所在的同佘类，那么显然有 

d 芯；芯4 =皋对所有的同余类< 

定义 8设没是一幺半群，〜是定义在 S 上的一个同余关 
系，全体同余类在上面定义的运算下所成的幺半群称为汉对子同 
余关系〜的商 幺半群 ，记为 攻/〜. 

把幺半群的每个元素映到它所在的同佘类，这显然是幺半群 
到商么半群的一个同态，这个同态逋常称为自然同态.自然间态 
是满的*这个事实说明，每个同余关系都决定一个同态，反过来我 
们有 


定理 21 设炉：方 + W 是全半群《到&的一个同态.在 S 
上定义： 

a^b 当 iLf 又当 <p{a) =^*p(b) t 
〜是一 个同佘关系. 

证明留给读者 .r 

以上讨论表明，幺半群上的间余关系与 H 态有紧密的联系. 
萆位元素所在的同佘类就 S 设然同态的核，它是一个子幺半群. 

定理 22 设〜是定义在幺斗群 S 上的一个同余关系 T jt:d 
N / 〜是自然同态，而妒：况是幺半群 S 釗^的一个同态•如 
果当 a 〜 b 时必有 tp { a )=< p ( b ) ， 那么存在难一的问忐 } ir ， S 卜今 
^使 


l ( f!t —< p m 
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证明设 d 是任 S —个冏 佘类.由定理的条〖彳4知，在同态 
炉下，2的允素有梠同的象.我扪定义 

#(』）二史0)，其中« 

K 然， P 是一个同态，而且 二 ^丑 Wi 是满同态，所以适合这个 
条件的#是唯一的.屢 

最后我们指出，如果在幺半群的定义中不要求有单位元素，换 
句饫说，对运算只要求结合律，那么这样的代数结均通常称为半 
群，对此我们不打算作过多的讨论， 

§ 11自由么半群与自由群 

作为本章的结束，我们来介绍一下自由幺半群与自由群这两 
个槪念 • 它们不但在群论中，而且在 K 它的数学分支中都有重要 
的应用， 

设尤是 一非空集合，为了说起来简单一些，我们总限制 X 是有 
限集合，读者不难看出，所有的讨论都很容易推广到任廬集合的情 
形.为了确定起见，设 

X={a ]t a 2f - 
任意一个有限长的序列 

^1^2* 尤 ”其中 h ，: r 2 , .， • ， 

称为"'个字.如等都是字.在序列中我们 
允 i 午长度为零的情形.就是所谓空字，记芳 A . 由集合 - Y 中的元 
素组成的字的全体 id 为文.在5上，把两个字的串连定义为乘法， 
即 

0(yi.*.y J 二 v *y^ 

结合律是明显的，而空字就是单位元素.又在这个运算下成一幺 
半群. 

幺半群兗称为由集合X 生成的自由幺半群 # 

自由幺 t 群的一个重要性质是 





定恐 23 设 X 是一有 Ffl 非空集合， S 是一个公半群 . 对于任 
意一个映好 f 'X + S 都存在唯一的同态炉:戈 + s 使 
< pijx 、) - fix ) 对所冇的 x X , 

证明定义 < p - x^s 

<p(A)=^,e >(; ^ 的屯位元素， 

* 'D = /(疋1> ."/(々)_ 

这就是所要的同态，唯一 n 是砬然的. ■ 

为什么尤中的元素要叫做 字哫？ 假如 m 合 x 是由加个拉 r 
字母组成的集合，那么任盘，个英文字都是叉屮的一个元素.这 
就是宇这个名称的由来.假如X中除 26 个字母外，再添进一个符 
号来表示字与字之 M 尚空格. 訾 如说，“★”，那么英文中的一个句 
子也可以看作这个扩大了的集合上的字.基于这个来源，集合 x 
有时称为字母表.当然，对于任何一种仿言，不论形式的还是自然 
的，给了一个字母表X，并不是无中每个元素都是语言中有意义 
的字，有意义的字不过是文的一个子集合.尽管如此，自由幺半 
群仍然是研究语言的形式结构的很好的工具. 

在自由幺 t : 群的基础上，我们来定义&由群.仍然令 X 为一 
有限非空集合， 

X = ，… ， a n } ， 

我们引人一个与 X —一对应但与 X 无公共元素的集合 • 

X ^- { a \ ，■-• 〆 }， 

作它们的井集 

—ZWIJJT， 

考虑由 A V 上成的 G 由幺半群 X ' 

心中两个字 " vw 称为相邻，如果有 
L J 中有一个足 gia ;/*， 而另一个是名办，或軒一个足 

而另一个是尽之 

文* 中两个字 A，％ 称为等价的，记为 
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£u u 由幺 t - 邯与 n 由群 

如见在 元， 中苻一串字■…，〜适☆条件^ 

1) v t Vh+ife 邻， j = 1， ■ - ■ J 一 1 ， 

2) i \^ Wi , v t - ^ J 2 - 

容易 i [ li 明，“ w l 〜 w ，/是一 等价关系， 而 iL 是一同余关系（成界 
仔细验证一下）.作尚幺节群戈 V 又7〜灾陈 f : 是一个群- 
为了证明又 V 〜足一 个群， W 宠证明北中的飪个乂尜都有逆■设 
d ex */ 〜，而 

… A £ 

对于每个我们规定 


X 



如采 X = a t9 
如果 x ^ a im 


子是在 fv 〜中取包含宇 

心 Vi -. 

的同余类 a . 显然 

* * 3Cix\ * * 〜 A ， 

因之在 i */ 〜中』 二 t 1 . 

定义 9 群 iv 〜称为 出集合 x 生成的自由群，记为 
F(X). 

X * 中的字災称为可约的，如果冇尽， Ae 又％〜 ex 使 
w =二 gaa : k^w = a t fi 

否则称为不可约的. 

容易证明， 在每一 同余类中一定存在一个不可约的字（对字 
的长度 作归纳 法），事灾上，我们 Hi"I 以证明，每个同佘类中，不可 
约字是哞一的，这个结 论红观 上是明 M 的，可是^明起来却不* 
•两句话能说洁楚的 . M 之在这见就不谈厂这就足 fe ， A ( A _) 
中的 元率全 用不吡约的字来代表，这个表尔是唯一的，在 




厂 （ X ) 中，显然有 


含有一个元素，即时，就是前面谈到过的 
尤般循环群. 

ti 由群的一个重要忡质是， 

定理24设 X 是一非空有限集合， C ? 是一个群.对于任惠- 
个映射 f ' X ^ G 都存在唯一的同态 + G 使 
诊 0)^/0) ，对所有的 rGX . 

证明 令1 =(心， ■.，，〜} ，对于集合 X * 的元柰，我们 定义： 

于是我们得到一个映射由定理23,存在一个同态沪: 

Hr / 的定义可知，如果％〜比'2,那么炉（比 1) 二 ㈣ ⑴ 2) .再 
裉据上一节的定理 22，存彺一 个同态 

i ?： F ( X )= X */^^ G t 

这就是我们所要的同态.因为 PU ) 是由元素■■.，〜（#作 
^(■ X ) 的元素）生成的， 0( oJ -/( a 1 ) J ! = l J …，所以，0在 
尸（ X )上的作用是唯一决定的 . | 

推论 任何一个有限生成的群都同构于一自由群的商群. 
证明 设是一有限生成 的群， gi , ■-•，貧 n 是 G 的一组生成 
元，取一个含《个元素的集合， 

X ^{ a lf * * * ? 0„>, 

定义 f : X — G 为 

由定理24，冇一个冏态 


使 


^ F ( X ) — G 


g it i = l r *••，》. 

垆 M . 然是一满同态 • 令 ker (^) 二#，于是由同态某本定理 
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G ^ F ( X )/ N r I 

正规子群 A 对于群 G 的意义是什么呢？ V中的元素都可以用 
符号 A ，….，〜及它们的逆 S …，〜 - 1 组成的 不可约字来忐 /ji, 
宇 W 属于 A 就说明，把 gi f -- ^ r n 分别代替 a: ，… ■ 它在 G 中 
就等于萆位元素 e. 因而 


w — e 

实!^ h 适刻划(？的生成元 w "， g n 之间的一个关系.因而，正 
规子群 W 表示了<?的生成元之 N 的一切关系. 

在仟意一个群 (？ 屮，取一子集合闶为任盘多个包含4 
的 [ F. 规 f 群的交还是一个包含^的正规子群，所以一定存在一个 
最小的位含 d 的止规了-群（即所有的包含 d 的正规户胙之交） 

这个正觇子群 A 称为屮 J 所生成的（注意与 J 生成的子群的荖 
別）.如果一个正规子群~ 4以被一个有限集合生成，那么 A 就 
称为冇叩生成的，而这个有限集合的元素就称为一组生成元. 

我 n 知道任:& -个戎 m 生成的群 g 都冋构于一个自田群的商 
群，即 

O ^ F ( X)/N t 

如果 A T 在 P(：n 中是苻限生成的，那么我们就说群 G 是可以有限 
表现的.在这个情况，设…是#的一 m 生成元，于是 

tv i — e,^* f w k = e 

就称为群 G 的生成元+,•••，《，的一组生成关系. 

以前我们说过，二面体群由 a ，6 两个元素生成，其中 
a n = l } b r2 = l ) b" 1 ab^a- ] t 

这三个式子就是现在所衍的生成关系 •换 成现在语言，取 X={o, 
6}，于是 


D n ^F(X)/N f 

其中 A 7 是由生成的正规子群, 





习 题 

1 设 G 为一有 IH 胙 <] D 丨与 wm 如见 7 T : 右“ W 阶整除 
I -V! , m a f ： N, 

2 设 c (V 中一个阶 A 7c^ . 艿中 （ r ， , g ) = 1 , \im c 可以表不'成 

r=^ab, 'J (: rjr fit 的阶 A ;、 /> 的阶 A ^ . i r n,b 部是 r 的方幕， 

3 々 m 胙 g 中 j ] 卜:哼&々互為 > m hnr k ^ a 在 〜> 内恰 
有一 I 

4. 证明在一群巾，元棄 a 6 与 h 有 Hi 同的阶. 

5. 设 n > L 证明有限群 G 中阶为 n 的圮本的个 牧是偶 数， 

6 当时，证明 Z(D = { e }， 

7. 证明心 W 数加法的 f £ 一有限生成的子群迠循环群. 

«■ 设 G 是-个 有限生 成的交换群.如果 G 的每个生成元是有限阶元 
素， 則 (？ 是冇料聛. 

9. 设 G 为—群， ft 代衷正犍数， ^ G ^ i ^ laeO ), i 止叨 f ? 是一箫环群 
的充分必要条件是 G 的拮介了胙 G * 这样的某> + 

10. 证明*^由《 — 1个钟换（12),(13)，+ -*,(10生成，心也可由 w — 1 
个对桢 02),(23 )，...，G 〜 ] 

11. 证明尺《由 （12) 与（〗2.. 1)4: 成. 

12- 当 n >2, 证明 HK 123) 与 C 12--. K ) 生#(在?*为奇&的情形） 

由 （123) 与 O … h ) 生成（在 k 为偶数的情形）. 

13. 设"=(12* + +0,证明 a 内的巾心化子是 < tJ > ，并证明江在& 

中的共轭类位念 U — 1>!个亢素. 

J 4. 在 A 中确定飪个 Jtffi 炎的一仑代表及诲个北轭 类位含 元素的 个数. 
由此砧叨 A 只有7个1[ : 塊丘群，即 {0 . 

is . 设 //[,/ a 是辟<7的 - r 群，且它 fn 妁交 u g 的…个正规子辟況，证 
明在 g ^内有 

H>./N fUruNsCJhCum 

ie . 设", ，孖 a 是群<?的两个子群 4 证明的任一 t 陪集是//.的 
一个左陪集与的一个左陪集的交. 

设丑是-个子群，好在 G 中仝体左（右）陪钯 的个 饺称为 //ftG 




屮妁指数， I 己为 


lg ： hi . 

w ■.明 n 广浒" i ，^在 g 中的指数都有哏，则的指数 Hi 有 I 

13- 设 G 乂 I 」有限群， //< g \ 且[<?:/7] = «>1.证明 G 必含有一衍玫 
整除 ni 的出 f 虬正规子群或昔 G 同抅于的一个子群 + 

19* 设为一有限群，: P 为 IG I 的 M 小索闶子.证明指数为 P 的了群（如 
^在）必正规+ 

20. j 正明 〆 阶的群 O 为冶数） 必錄 ，这栉的群只有两种不冋沟的龙 
-似. 

21. 证明仃一非交換的6阶# R 妁于 

22. 定出仝邡互不间构的 1 S 阶群. 

23. 定出令部 (1: 不同构的10阶群， 

24 . 设; p , 9为不间的素数，证明不 V 作阶为押的单群. 

25. 设 p , g 为不间的素玫. 证明； ^阶群必钮含一个正规的西罗子 

群. 

26. 举出 两个有限的非交换蚱 G ， 分別适合 

1) a 3 ^ e ， 对所有的 a 6仏 

2) a 4 = e ，对所有的 

27 . 设汀，子集合称为子群"， X 的」个双 K 集 ， i 正 


\ HaK \^\ H \ tK \ a ~ x Haf \ K ^ 

26* 如果有限群 G 有一个非平凡的循环的西罗2-子群，则 G 有一个指軚 
为2的子群 . 

29. 设 (? 为有限群 ， A , S 是 G 的两个非空子集合，如果|4| + 1別> 
■ G 1， 则 = 

30. 设兒是有限群的一个非平凡的子群.证明 

o ^\ j g Hg ~\ g eo . 


31- 决定及的西罗2-子群和西罗3-子群. 

32, 证明不存在阶为邪或1仙的单群. 

33. 设 G 为一有限群， 汉 尸为 X 的一个西罗子群， T 为尸在 G 中的 




m 


第二聿群 


iH 规化了、证叨 GH 

3 K 设为一冇限辟，个西罗广子群 ， liH ^ Pn.v 
是 iV 的一 r 西罗罗-子群， M 时 PN/N ^ G / N ^~ j 个西罗 P m 

35. 设 f ? 为一仵限群 〆 /<<?,?是 G 的一个西罗: p _ 子群 .证明有元走 
aGG 使 aPa ~ l f \ H 是//的一个西罗》- 子群. 

36. 设》为一素数， F f = Z / j > Z ， G ^- GL n i ¥ r ) t 具体写出 (7 的一个四 
罗 F 子奸，算出它的阶并算出 G 的全部四萝子群的个数. 

37. 设群的阶是 〆 ， p 为一劣数.证叫，苦 G 非交換 ， M 

G r - } -= Z (0 ) t 

3 a . 设 G 为一 J )- 群泎 证明 

N < Z ( G ). 

3 9 .如果是循环辟，则<7交换， 

40* I 正明任一有限群都间构于^^的- * 令下群, n 为一适3的芷笹数. 

41. 设 G 为一群, W <| a，;VnG ⑴ ={eh i 正明 Y < Z ( G ). 

42. 证明，可解群的 f 群、商群都是吋解肸. 

阢明，阶为的辟必可解，艽中是不同的索数 • 

44. 证明，: p - 抑一定足吋解胙. 

45. 设 ff ， 冗是舴 f 7 的正 规了群 . 如果 G 7/ f 与 G / K 都可解，则⑴打 nA ： 
也可解 . 

4 S - 如果群 G 怆有 两个 自同构，則 (7 必交换 t 证明，恰有4个交换群，它 
们只冇两个自同构， 

47. 证明，阶>2的有限群至少有两个自同构. 

48. 证明，四元群 F = ( e ，（12)(34), (13)(24)，（14)(23)}的自同构群与 
&同构. 

49. 证明 ，&与 A 都是完全群. 

50. 设 G 为一非交换的黾群 • 证明 Am ( G ) 是一完 全群， 

51. 证明，不存在群 t /， 适合条件 

且(3^ =見. 

52. itE 明，在交错群中毎个 3 -轮换都可以表示成一換位子，由 
此证明 A n ( ^ = A ^ 
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53. i 止别乂山元名生成，而 rt ,6 适合 

a 2 」二 e ， ( aby = e t 

51 证明 A 由元素 a 必生成 ，|「 T i 适合 

^ = b^e t (aby = ^ 

55* 设一个辟 6= 由元桌生成，而适合 
a J = 6 4 -l J o a = 6S6- 1 o6-a- 1 , 

证明 <7为一 8阶群且非交换，它的仝部子邯都正规. 
i 正叨群 G 与四元数乘法群 

B ^{± l ,± I t 土/，±夂} 

间构. 

56. 证明阶小于 6 Q 的群或者是素数阶的循坏群或者是可解群，而阶为 
30的車群与小同构. 

57 -证明，若群 G 足有限生成的，则它的指数有限的 - f 群//也是有限生 
成的， 




第三章环 


笫 ■ G 已经介绍了坏.理恕、商环以及环 M 杰$概念并建立了 
环 M 态某木定理，本茕进一步给出环的儿个重要的间态定理并介 
绍儿 种沟 造环的方法. 

§ 1. 环的同态定理 

在建立环同态定理之前，先介绍理想的运算 4 设 h ， 为坏及 
的子环，则交 //n n ' m 及的子坏.因为酋先 // ruv 是丑的一个加 
法子群而且对乘法封闭•因而 // n 」 v 是一个了乂;.如果近一歩假 
设 w 是及的理想，则丑 n 」 vM 然是" 的理想.如果开和 w 都是及 
的理想，则 // nw 也是丑的理想.这是因为，若 ae 开 nv ， rei ?, 
则 ar，Ta 6丑且 ar ， ra 6 A T , 囚而 ar,ra 6 H H ，所以好门况为 
i ? 的理想. 

环及的子坏 /7 与 A 的和，如群论-样，定义为 
H-^N = {a \ b\aGI ， b €： N\ 

//十 W 是及的一个加法子群，但不一定是及的子环. （见下 面的例 
子）若还假定 W 是及的理想，则 H 卜 w 是及 的一个子环.因为，对 
于 Ae 开， 有 

(a l -\-b 1 )(a 2 -\-b 2 )^a l a 2 - \- a l b 2 ^ b x a 2 ^r 
其中后三项属于 W 而〜〜 e / r ， 从而上式左端属于孖+友，所以 
孖十 W 是一个子环. 

若//， Y 都是介的珣想，则 A 7 也是友的埋想 * 因为 
bGN ， r & R 有 r{a + 间样，十 

// hV . 所以 / T + A ， 是"的 J ® 想 ■ 

例设五为一个数域 F J : 2 x 2 全矩阵环.令 
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r, 0 0 

H -■ ( n 
L' a 0 J 

(f 0 h vl I 

Hi。 0 )! … i 

汗， Y 都是 W 的 / 环，但 H 十 W 不是及的子环， 

下而足戈千坏的几个 同态# 砰，它们和群的同态定理是平行 

m . 

l ^ a : R ^ E f ^ *个坏同态而 tl 是满的， W 是它的枝 . <rm 
导出 i ? 的子坏到〗"的孓环的映射.设 H 为 i ? 的一个子环，由群险 
可知象集是 V 的一个加法子群而 J 1 对乘法封闭，因 Ifli 
是一个子环，如來丘是 / e 的理想，则 a (好）也是及/的理想.因为， 
对于 (丑），存在 rei ? 和 ae 好使得 < T ( r ) = r 、 aU ) 

= a \ 于是 r f a f ^( T ( r )( 7 ( a )^ a ( ra ) 6^(") , 同理 o ’ r ’〔 a {//). 
所以 a ( H ) 是 iT 的理想. 

反之 W 又诱导出的子坏到及的子环的映射，设/厂为 F 
的一个子环，由群论可知,丑/在 ^ 下的完全反象尺的一 
个加法子群而且对乘法封闭，因而是及的子环.而且 
。 - K 只0包含梭 w .如果还是 的砰想 ，则 a ~ Kn F )^ R 的理 
想.因为对于 re ^ aeo - K / n , 十是 a ( n ) 专打久从而 
a ( r ) cr ( a ) eF ， 所以 w ), 同理， weo - KJn , 所以 

是及的理想 l . 

由第二章§1可知，这两种映射有如下关系 

a~ l {a{H))^U -rN ^ 
a ( am ) 二 W 、 

特别，如果 H 包含 a 的核; V ，则冇 

这就证 明了 

定理 1 设是一个满的环同态是它的核.则 <r 






)22 巩 环 

_ • _ -_.，■- - " " - - | —•» •-» II ■ ■ 

祷导出及的一切包含 A 的子环裟合到五/的一切子环集合的一个 
—一对及召卜 >以"）而且在这个对应下过.怨和理想对应， 

其次进一歩考察在环的满 M 态 a : R-^IV Kill 对应的理想焊 
判呐商环之问的关系.设//为 f 「： 包含的理 
想. 令 aiU 、-- W t 酋先稂据群 M 态定砘，加法辟 i ?/// 和加法群 
介7开、]沟.而 + 汀 H ^ rU；M //，就沾它们的一个同构映 
时.我们来 ht : 明& 还保持乘法， H 为 

a((a \-IJ)^(b H H))---a(ab-[ //) - a(ab)^rll f 
'- u ( a )- u ( b ) - hll ^ - { rj ( a ) 4- H - 

—cr (a -^- II )* a(b \ H ) ， 

所以 5 是一个坏同构.子是得到 . 

定理2设 cr : 及—及 /是一个环的满问态， A ^ kcr ( cr ),// 为丑 
的任一包含 iV 的理忽.則 cr 谔导出环同构 5: i ?/ i 7> c 7( 及） 

使得 


a{x H )= u { x ) -\- a { H) u 
若将 等同使得 aU ) 二; r 十则锝 

而 JLf'a + Z / Hota ) + cr (及）是它们的一个丹构映射 . | 

最后我们来考察在环同态 ui^ —以 下具有同一个同态象的 
及的一切子环之间的关系_设 iV=:keri>)， 设//为及的任一子 
环.令汀(汀）=开\ 一方面 c 诱导出一个满的环同态 H —召'， 
它的核显然等于交 好 门瓦，因而 H / H (\ N ^ H \ 另方斯 ，将 
充，作和 打 + iV， 它还是』的一个子环而且0*(及+ ")=0^/)= 
丑 / -7诱导出环的满同态丑十>1+/厂，其祛 = A.fShfd// +A7JV 
^ U \ 最后得到 

定理3设//为环 i ? 的一个子环，为 i ? 的一个汊恝，子是商 
坏 n / unN 和商环// + w / jv 同构 

H ( HC \ N ^ II ^ N/N 




环;的直和 


12：i 

而且映射 T 十况 + (打是丑， A / 到 H / Hf ] N 的一个 

同构映射. 

注： 定理2是环同态基 本定冏 的一个 推广， 在定理2中取 
// = W ，即得环同态基本定理. 

例整数环 Z 的任一理想 iY 首先是 Z 的一个加法子群，因而 
jv 是由一个非负整数 ft 的一切倍数 ? ez , 组成.及可以记 
成 (《). 现在来求 Z 的任意两个理想（〃）， （ m ) 的和与交. （ n ) + 
( m ) 是由一切整数 rn+sm ( r ，. s 6 Z ) 组成.由第零章§3定理2 
可知是由的最大公 W - U 的一切倍数组成，即 （《> 
+ (7»)=( d ). ( n ) n («0 是由 n , m 的一切公倍数组成，因而是由 
〜 m 的最小公倍数 il / 的一切倍数组成，即二（财）.根据 
本节定理3有 

(«) + (m}/(m)^(n)/(n)C\(m) f 

即得 

假设 m，n 不仝为0,不妨设可以数一下两边商环的元 

素的个数，左边有吾个而右边有 f 个. 于-足号=咢， 即 dM = 

这表明，定理3重新导出整数环的一个亊实：两个非负整数 
的积 m " 等于它们的最大公因 f 和 最小公倍数财的积. 

§ 2环的直和 

在这一节我们介绍环的宜和.它造和群的直积相平行的概念. 
这一节讨抡的环都假定是有单位元素环 ， 即幺环，以后不再一一声 
明.幺环的非零元素0的零次方 W 规定为 1. 

定义1 设丑 h ..*， 丑 r 为 r 个环.首先作加法群及 ：3 .，.， 
札 的直和泊… ㊉ 及，，然后在丑中定义乘法如下 

= - ,a r b r ) f 
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则斤成一环 ，它叫 做坏丑 I ， ■ …，及 r 的直和， 

及满足环的条件，读者 Q 己可以验证 * 丑的零元素 AL 〔 o , * …， 
0). 若足有妒位元紊 1*^ = 1^ …， r ， 则 i ? 有单位兄素 （1" 
l r ). 如果方！，，… ， i ^ r 都是交换环，则丑也是交换环， 

迕和及 = i ? i ㊉㊉ 右 T 个子环 

尺.’ ={(0，，--，0^“0，**‘，0)|〜£此}^ = 1，-*.，1\ 

它们适合 

1) 每个及/是：的理想而且及 

2) li = R \ 4- * * - + Ji r T ^ 

3) ■ * * H- Rl 4- ■ * * H-i? r ) = (0) ? i= ： =l ? ***,r a 
其中氣表示在和中去掉了私，（0)表示零理想. 

4) 及的元素表成 的元素 的和，其表法是唯一 

的. 

5) 当 i ^ j 时，的元素与的元柰扣乘恒为0,记成力卜 

<= ( 0 ). 

2) 至 4) 由群的直和知道是成立的 .1) 是显然的.验证 5). 
设 aeA、&e 及；，由于 DyabeB ^ ab ^ B ^, Wifi ] abeum ^. 
由 3) 得 a & = 0. 

与群论定理相平行的有 

定理4 设坏及的于环适合 

1) 每个此为 i ? 的理想. 

2) 方=及 i + - h ^ r< 

3) (方 1 十 ... 十斤 i 十 ■** 十及「） = 〈0>，在二 l ，."， r . 

则 i £ 与环 i ? 1 ， * … r 及 IT 的直和同构 ， I 

如果一个环及的子环 心，…， n r 满足定理4的条件，则称及 
是内直和 * 基于定理4,在环同构意义下，直和与 
内莨和慨念是一件事物的两个方而. 

定理4有一种对偶的形式，在叙述这种对偶形式之前，先引 








ia 儿个 fe 念. 

设 // 和」 v 是环况的理想 t 山 / f 的元尜和 iY 的元素的积作成的 
扃限和 

a ; G / f ， b M ^ a ^ 

组成的集合显然是 a 的一个网想.这个理想叫做和#的积，记 
成 H - N ■ * 个理想 溃读者 自己验证之.谈者还可证叨娌 

想的乘法对3想而加法满足分配徕 ： 为环及 的理想 . 
则有 

H-(N + K )=-~ H-N -^ H - K , 

(N hK ) H ^ N^H ] K H , 

如果幺环 i ? 的砰恕 //. iV 满足 If + hJi ， 则 //, Y 叫做互 

素. 

引理 设孖， # 7 反为虫环7?的砰想.则有 

i ) 若及为交换环，则从//， 」 V 互素可推出等式打. A T - 
f ! C \ N , 

ii ) 若//与 Y 都和 A _ f 互素 ，则以 . /、也与友互素. 

证明 

i ) 首先陡然有汗 * -〜 T cr / nA \ 训明反 ( ii 次& 成穴. 15 ce 

HON , 由假设 if + 九： ^> eA r fiti ^^ \b = 

] .用 e 右乘等式两端 w hbnV 是 acGHN . 出 T 充交换， 
hc^cbeHN } 因而 即得 " ruvc //」 v . 所以丑 = 

^ C \ N t 

ii ) 由假设//「！ 允， Y + 冗于是存在元尜 aG / f ， 
瓦， c ， rf 6 Y 使得 a + c = U 彳 d 二 1- 等义 M 边分别相乘得 

l = (a + c)(6 十 d) ab \ ( ad f cb ' cd)• 

等式:右端 “ d ， ch ， cd 都属于 WffriMG " 夂，因 1 鮮 HK + N t 
由 fHK + A r 是及的理想，对任意 t 所以 
RCHK + N . 反之，显然 H 尺十冗 C 7?. 最后得 // A ， 十 W = i ?, 
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第兰隶环 


这戒明 I 

定理5设幺环及的理想两两互素则 

及 /&rv 二及/^^ ㊉ .，-®及/况〜 

而且令 <7 f 表示自然同态 R + R / U 二1，…， r , 则映射 o ： 

及/及! ㊉ … ㊉ 及 / A ， 

x^a{x)=r {(ji{x) , * … ， a f (: r)), 

是一个满同志而丑柱=， ■ * n ^ r - 

证明令此…凡 — hV . vUzI , …， r , 于是 

Al 丄十 2 = ( 况 2 -t N\) . ■ IV r = " A T r ， 3J\ }- M 2 + M] = ( 

= w ，从而得 W -! A i il/f AV "# r ，依此类推最后得尨 i 
+ • *^ -\- M r ^ H t 因而存在元素 e ; 6 ， i -= l ，*. ， ， r 使得 4 十 .• 
+ 〜 =1. 于赴由 Ti ^ CiVj 乓么得 

a d 1 ( e J )=0,^ j ； o i 1 Ce i )=l + ^ V 1 , i , j = !,-<• ? r . 

首先证明 〃是满 的，仟给#的 r 个冗七 A ，- u ， 心.作^ =心心 
+ • - ■ +〜心，于是 

Oiix ) =0\00%01) H - ^- aXe f ) aX ^ f ) 

二 t / iO ,) ， 


0^笑） = ( ai (jp)， …， ，’ - 、…（心）)， 


因而 0 是满的.其次证明 leer (£0 = 10 … PH . 显然 
API … n ^^ Cfcerb ), 反之，设 二0,于是 cr〆 工 ）= 0 对所 

有 k 从而对所有纟，即这就完全证明 
了定理 .■ 

整数环 Z 的同余概念可以推广到任意环.设 iV 为 i ? 的一 
个理想.对于任意元素1&£丑，若^|—&£瓦，则 £ |,5叫妝樓# 


同余，记作 


a 三 b (mod^). 




12 环的立和 


X27 


杏则，叫做模 X非同佘，记作 a^WmodA ). 关干模押想的 
同余式具冇嫫整数的同余式的基本性质.开的兄柰接模九分解 
成--呰 M 余类，含元素 a 的同余类 id 作6 3表示 商环五 / I 的一 
个元素，一个同余方程 


a ^ c^b ( mo & N ) 

其中 a 羊 0( mod#)，a,&e 丑 ，在/?内足解意味着方程5 
~ h 在商环内是否有解？ T 是定迎5叮以用同佘方程组的形 
式表示出来，这就是 

定理 6( 中国利余定理）设么环/?的理想1 1 ，..、^^两两 
互索，則对任意给定的 r 个元素卜， ■…， \£丑，同余方程组 


r^ = b { 

(modiV r 1 ) f 

^ = 5 2 

(mod,V 2 ), 

-x=^b T 

(modiV r ) 


在内但有解.而且它的解 mod A ifV . ■ PuY r 是嗦一的 ，即任 
两解 modi ^ n … PtW , 同佘. 

证明裉据上面的解释，读者不难将定邱 5 翻译成 定珣6的 
肜九棚 

说明定理 5 的一个特殊情况 提一下 ，就是 

定理 V 若 i ： 坏及的理想」 V 】，…， iV r 两两互素而且 

A ； 1 n ^ * n A r T - ⑶），则 

i? 二 丑 /A 、 © ■…㊉ 丑 /iVh _ 

这个定理和定理 4 江为对偶.若幺环/?的理想满足 
定理5’ 的条件，则 i ?; -—- A、n • ■ . f "1 ， * . n ，6 = 1， * . * , r ，版 

足定埋 4 的条忭■因而定理 4 可导出定坪 5' 反之1 
若只 的理想及 I .…， J ? r 满足定理4 ； Vj 条件 m 二 A 彳—， 

I ■■• 1 艮，卜=1，，-.，7'，满足定理5，的条件而且丑八^^ 
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茁 _. i 节 _____ _ 

闹 llli 定柙 5' 导出定理 4. 

例整数环 Z 的仟一理想 N /若 N ^( Q ), N ^ n f Wi A ' 
⑻，找 > U 将《分解成桌 闲了方 幂的积 
十是 

( n ) ^( pj e ] )( p2 et ) — -( p / r ). 

根据本节引理 i )， 得 

⑷ = ( pi f _)n … n(n 
显然理想 （ p 广〉， *••,( 仏〜） 两闷互素.稂椐定 as , 得 
z /(«) 兰 z /(； v 】） ㊉ • ■ - m /( p / o . 

在这一卞中最后介绍理想的生成元.设及为任一环， s 为片 
的任一非空子集.及中包含 w 的一切理想的交叫做由 s 生成的 
理想，圮成 （ n ). 它是包含^的最小 a 想，就是说，若理想， v 包含 
A 则 I 也包含 （ s ). s 叫做（以的生成元集. （幻 峙以有不同的 
生成元集. 若 s 是一个有限集（心， ■…， 则 （ w ) 叫做有限生成 
的，而且 （沒 ） Ui 作（七，… ,« r ), 由一个元生成的理想 （ a > 叫做主 
理想.不难证明，主理想 o ) 是由下列瑕状的元紊 

na f 3； a f ay ,xay ^ 

其中 nez / dei ?, 的一切有限和组成. 

若及为交换环，则主理想 （ a ) 由形如 na f xa , ( n ^ Z f a：e 
的元素的一切有限和组成.若介为有革位元素 e 的交换环，则 m 
( ne ) a ， ned 因 ffiil : 埋想 （ o ) 由一切元素： r«(r £及）组成.此 
吋 （ a ) 也可写成 Ra . 

最后 M 然有 （h ， ■ ^ , a f ) — (» j ) 4 * - ■ 十 （ a f ). 

§ 3环的反同构 

环不仅冇同构的槪念而見有反 M 构的败念.反 M 构槪念对一 
龙钻合代数的研究具何®要性_作6等代粒中给我 ffj 提供了很好 
的例予， 





la 坏的反 d 
— _ - -- — -- ■ | ■ •—- 

用 M n ( F ) 及示数域/’ f : 竹 x n 仝矩阵坏，土戒示矩碎 4 的 
m 我们知逬 K / 1 ) 到 a 身 ah : 笠映 w a ^ a i 

(A-^By-A 1 \ fV 
( a - ny h ^ a 1 

)a t 映刖叫做的反 n r 构.把它⑴仲到一般环有 
定义2如:见环及到坏 f 的-个——对应^满足 
1 ) f/(rt b ) o ( n ) ' ( r ( h ) 7 
2) a (a ^ b ) o ~( b ) •【 r ( a ) ， 

咄 tr 叫做 7? 到化 的一 个反同构.而 LL 说 H 和 V 成反同构 ， iL i 
V = 时^叫做 i ? 的反自同构. 

若环7?和环7^成反冏构 wn . 充交换，则以也交换，此时 
艮同构也是同构 . 

除了上述域」:仝扪阵环—类例子外，下0举出两个 
类型的例子. 

例1在第一章已经绐出实数域 K k 四元数体丑 . " 由下 
列元素 组成： 

a 二 a 0 十① f 十 a^J [- a:'K ， 

X :中 a , eR ， l ,/， J ，火是 //对 R 的，接，它们的运算规定如下 
I 1 ~ J 2 --= K 2 =—'[, I^J = — J * l ~ K i 
J - K - 二- K.J = I ， K ， I =— I.K = J . 

"到自身的映射 o '： a^a --- o a - Oj / — a 2 r / — a 3 反足■一个-对 

应而 _ FL 保持加法 * ^译是丑的一个 反肖间 构，设 P ^ b l l ' 
i ^ J ^ b ^ K ^ II c [tj U ■谇 W 知 

a~ r P h 

由基的乘沾炎 Hi 为 K 知返」:式成立.比如，上式左端带系赴 
的项为（57孓(^7〕，而 J 二式右端带系数 a , 心的项为 h . J^aJ 
们都等子 a \ b ， K . 所所以 " 是//的一个反 
& M 构，而 HJi ^ ' i + 







例 3 :叫元数沐"上的 2x2 心阵 

企体记成 WA#). 规定矩阵的加法为对应元素相加，矩阵的乘 
法规定为 


AtB -{y dYiy D 


f aa f -\- aP f -^ - 

y ya f H dy f yffi’ + 况 ' J ， 


(囚为 // 不交换相乘时，注意 _4, S 的元素相乘的先后次 
序)用2表示 


^(； ?)' 

I 表示』 的转 1. 干是鼠然冇 n = 2+ 瓦不难验证下式 
成立 

(-1./ JV - B ^ A \ 

因此血 2 (//)到自身的映射是一个反同构，而且 
/二 1. 这砧然讨以推广到 m 元数体"上《 xw 全矩阵环 

一个环 H 的自同构和反但同构全体对映射的合成为一群，记 
作丑的 ft 冏构全体 Am ( iO 为 G 的一个子群，读者己证 
明 Aut ( i ?) 在 G 内的指数 <2. 

对任一非交换环丑，恒吋作出一个环使得丑/与及成反 
同构，首先作 -+ 个集合 F = 卜使得与集合丑成一 
一对应然后规定的运算如下 

： t / 十 〆 = U + y)% 

以 . 〆 二 （ W _ 

于是及/成一环而且与环 i ? 成反同构. 

存在没有反自同构的非交换环.作为习题，请诎者举出这样 

的例子， 
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§4素理想和极大理想 

从这一节起讨论的环郞假定是有单位元素1的交换环即交换 
的幺环.这一节讨论两种重要的理想，即素理想和极大理想.它们 
+仅为我们提供了一种构造赞环和域的方法，而且是研究交换代 
数的必要的工具，设丑是一个交换幺环， w 为丑的一个理想， 
H 在什么条件下使得商环 B / N 为一个域或 整环？ 

定义3设 ie 为一个交换幺环 .1) 若丑的一个理想 
及，而且从 a 46尸恒有 aeP 或6€尸，则 P 叫做丑的一个素理 
想 . 2 )若况的一个理想 I 乒丑而且不再存在理想2使得 及宰 
1宰丑，则 M 叫做丑的一个极大理想. 

例在整数环 Z 内由素数 p 生成的理想 ( P ) 是一个素理 
想. 因为若 则 / 子是》 ja 或 & 即或 

b &( ph 显然所以 （ iO 是一个素理想.而且 ( jO 还是极 
大理想.因为若 Z 有-•个理想 U ) 使得 ( iOC (/ OCZ , 由 （ i>)C 

可知， nb , 因沪为素数，二 -1 或炙 若 n 二1，则 （《) 二 Z , 衧 
抑 --- P . 则读者自己可以证明，除由素数生成的素理 
想外，再无其它素理想和极太理想. 

定理7设丑为一个交换么环，于是 

1) 设 <7:丑+丑’是环的满同志 ，及 leer ( <7乂則 a 诱 导出及 

的包含 W 的极太理恝和丑’的极大理想成-对应. 

2) 及为一域的充要柰件是零理想 （0) 为极大理想 4 

3) 充的理想丑为极大理想的充要 条件是 丑 /JZ 为一 
域， 

证明 1) 裉据本章§1定理诱导出丑的包含 I 的理想 
和 V 的理想之间的一个——对应，而且 M 然保持包含关系，即丑 
的包含#的理想 H ， K 有 n < zx ^^ a { M 、[ oiK ). 因此，及的 
乜含 Y 的极大理想与 V 的极大理想 - 一对应. 
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笫三隶环 


2) 设及为一域.若汀为7?的任一个非零理想，则孖包含 
—个佔零元 a ， 山 r a^CRJI t ! i 包含 1. 从而丑包含及 
的一切元，所以 （ G ) 是一个极大现想.反之，设 （ G ) 为极太 
理想.设 «> J ^ 的 ft -作零*，则 Ba = {^ a \ xe ^}^ H 的一个 
埋想 （因为及交换），而 ^ LJia 包含 Va = fi ， 因而及 aD (0 )fFI 

尹 （0), 由下 （ O ) Xj 极大，及0 =及，从而子是存在一个元 
办£及使得 M «仵没内可逆，所以及为一域， 

3) 若 W 为极大，裉椐 1), 则 （0) 为及/见的一个极大理想， 
根据 2)， i ?/ i // 为一域.反之，若丑/藶为一域，则 （0) 为 It / M 的 
极大理想，因而血为 R 的极太理想 . | 

定理8 设 月为一个交换 i 环，則 

1) 乃的理想尸#月为素理想的充要条件是及 / P 为整环， 

2) 忍为整坏的充要条件是（0>为素理想. 

3) 设 a : 及为满的坏同态 #= ker ( c ). 則疗 诱导出 
的包含友的素理想和及/的素理想成一一对应. 

证明^设尸为素理想，求证 及 / P 为整环.若 i ?/ 尸的 
一対元素5 > 5适合心5 6，于是5 . S = 0,从而 ah €八因 

P 为素理想，从得尸或6€户即 a =0 或石二0,所以 
/?/ P 为整环，反之，设刀/尸为整环 3 求证 P 为素理想.设 a .£> 

于是在 ff / P 内 d - S =0. 因及 / P 为整环，于是5=0或 
石= 0,即尸或 & GP ， 所以尸为粢理想. 

2) 在 1) 中令尸=(0),注意 i ?/(0) 二及，即得 2). 

3> 设 P 为及的一个包含 W 的素理想，于是 It / P 为整环. 
裉据本帘§1定现 2 i R f / a ( P ')^ R / P J PyV ( 户）为整环，所以 

为素理想. 反之 ，若 W 戶） 为素理想，则同样拫据本章 §1定 
理 2 可知 a ] (< r ( P )) = p 为素理想 . | 

山上可如，』个交换幺环的每个极大理想也是素理想 4 但是 
素理想不-‘定？£极大理极大琨想是否存在？ 


U 尜理想和极大理恝 iaa 

定理8 设丑为一个交换么坏 .又设 丑是一个非幂零 
元，则及至少有一个素理想而且不含 a 的任 何才冪 

证明设 没为及 中一切不包含的理想集合.首 
先4非空，因为（0)6改+ S 按集的包含关系 为一 偏序集.设 
为 S 的任一个链 （/ 为指标集）.令4 = 0土.首先 Z 
是一个理想，因为对于仟意糸存在冯，4,々，76了使得 
因为 /} 是一个链，^ 有包含关系，不妨 
设 AC ^ . 于是6 — c G 办 一 c 已』，而且对任:有: 

不4 6土所以 j 为一理想.其次证明」1不含 （ v | neN }. 假若」包 
含 a 的某个方幂 a m ，： rn >0, 则 am 将含于某个戽中，矛盾.所 
以 A 于是 S 满足佐恩引理的条件.根据佐恩引理/有一个 
极大元，设为 P . 求证 P 为素理想.假若 P 非素理想，则存在元 
素及使得 H ^ Rb ^ P,N = Rc + 
尸 • 丑，及为五的理想而且 PC //，6 名丑，因而 P 关丑.由 于尸为 
s 的极大元>因而丑多&//与 {# berv } 有交，即某个方幂 
a T 6 及 ■同理有某个方幂于是 Y +*€ 丑 .1. 但是丑 .iV = 
(Eb + P)(Bc + P ) ^Rbc — RbP + ItcPKP ， 因而 
与又无 交，矛盾. 所以 P 是一个素理想而且与 
无交 | 

推论1 一个交换&坏至少有一个极大理想. 

证明在定理9中取 a = l , 求饪尸为极大理想.设"为及 
的一个理想使得孖但由于 P 为 S 的一个极大元， 
因而与 {1}# 交 ， BU 16丑，于是丑所以 户为极 

大. ■ 

推论2设丑为一个交换么坏，则及的全部素理想的交， 
记作 r ( H ) f 恰好由 Ji 的全郜幂零元组成. 

证明设 a 为丑的任一个幂零元，子是，= 0对某个 
m >0, 对及的每个素理想 P T 酋先有设 r 是最小正 
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第 -1 沄环 


整数使得 f 若 r > l , 则从 y = a-a 一 1 eP 得或 〆 

/%总之与 r 的取法矛盾.所以 r = l 即因此及的铋个幂 
漆元 M 于 r ( JO . 反之，设 a 为 i ? 的任一个非幂零元，根据定理 
9 ,存在 i ? 的一个素埋想 P 使得0茫 P ， 因而及）.这就证 
叨了， Ki ?) 恰奸出的全部蒂零元 m 成 .I 

在推论2屮定义的理想 Ki ?) 叫做环及的诣 零根. 

由推论2告诉我们这样一个事实，一个交换环尺的幂零元 
桌全 体构成 刀的-个埋想_就是说，若为 i ? 的幂零元，则 
a — 都是幂零元 • 不过,这个事实叮以绘一个直接的 
证明，不必从推论2导出. 

例 整数坏 Z 的诣零根是 （0), 任给一个大于1的整数； 
h 、. 为它的分解式1 . 考察商环 Z n = Z /( w > 的诣 
零根 * 由定理8，3)可知 Z n 的素理想都是 Z 中包含 U > 的素理想 
在自然同态 Z + Zn 下的同态象.不难证明， Z 中包含 （ m ) 的素理 
想为（为）…*•，（&).因此 z „ 的素理想就是 （ pD / O )，. ••，（$，） 
m 它们的交 Kzj ^ o ^ vujrvhpKfVu ) 二（仍）/<沒） 

+ • • ( pt )/( ri ) = ( p r ^ p r )/( n ), 这个事实也可以给予一个直接的 
证明. 


§ S 商域和分式环 

从整数作出有理数的方法可以推广到整环 上去. 从一个整环 
Ji 出发可以作出一个商域，即作出一个既包含及又是最小的域. 

定义4设及为一整环.一个 域尸叫 做整环 i ? 的商域，如果 
丑和 y 满足 

i ) 及是尸的一个子环， 

il > F 的每个元素《可以表成及的两个元素的商 a = 土, c # 

C 




§5 间域和分式环 1SS 


从定义看出，坏 i? 交换而且无零因子的条件是必要的 . 一个 
打零 闽子的交换坏不可能作为一个域的 -f 环 4 下面按 M 作有理數 
的方法从一个整环五作出 i? 的商域. 

设丑是一个整环， iT =及一{&}，及*为一个乘法幺半群.作 
笛卡尔积 T 二 Exjr = {( a ， b )， aGJt t bGIT }- 在7上定义一 
个关系〜， 

(a，&) 〜 （c，d) 当而 l 仅当 ad ^ bc ^ 

〜 M 然是反身的和对称的，而且也是传递的.设 
( a ，&) 〜 ( c ， d )，（ c ， d )~( e ，/)， 

于是 ad --- be , cf = de 且有 adf^bcf — bde , 因为 dy^O Ji 艽为 
整环，消去 d 得 a / = 心.所以(〜 &) 〜⑷/).作商集 F = iy 〜， 

含 （a， 6 ) 的类记作音，于是号^音^=今以 =£»(：• 在尸 屮定义运 
算 


a c _ ad A be 
~ F +— d _ = — htT ^ 9 

a c ac 

- - i . ••- - 

b d bd' 

定义与类的代表取法无关.因为，设.^吾，~ = 财有 

, c f _a f d f + b f c f ad f 4 hc f ad^-bc a c 

V ^ d ~ /= yd ^ ~" — bd 7 — = — bd — H . 

仿上可知士 ■ n 含+尸对加法和乘法成一个域■加法和乘法 

的钻介律'交换律和分配律由读者 U 己去验〖正.我 们指出 2是 y 的 
零元素，简记作。.一音=^为 | ■的负元素 ■ 去是尹的单位元素， 
简 iil 作 1. 若则 (+) 1 二去， 其次， P 包含 -- 个子环 
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\ f \ 0 GB\ t F 中元素+可写成 V 中元素触 

映射 awf 是及到尸的一个嵌入，将 f 与 a 等同 ， R 与 F 的子 

环等同.则丨的元素可写成及中元紊的商.所以 P 是及的一 
个商域，即得 

定理 to 每个整环有一个商域 .■ 

其次证明商城的喷 一性. 

定理 n 设及为一整环，尸为它的一个商域.则丑到一个 
域 W 住一个单一同悉 q 恒可以唯一地扩充 成尸到 F r 的一个 
单一同态， 

证明首先证明存在性，设幻丨及，卟定 
义映射 t 如下 

i(a t b) —7j(a) 

若 （0，b) 〜 <c，d) ，扱 ij ad 」 bc f t ]{ a ) r )( d ) — ^(^ rfic ), 从而 
IO，/>) ^^( c T d ) ‘反之，从 i ( a y b ) =^4( c y d ) n 了知 （c»，&) 〜 （c，rf). 
因此， S 确定了商集 JP=T/ 〜到尸'的一个单一映射〆 t 

Y 显然保持运算 • 因而 V 是/到 及， 的一个笮一间态而且是 q 
的一个扩充. 

其次®明 V 的唯一性.设是一个9在 P 上的任一个扩 
充-求 = 对千任一元素可以衣成 r = 

6 Gi ?, 于是汕 = a ， 将# 和^ 〃分別作用于凉式，一方治从^(以） 
= 得"’(文切0)= nO ) .另方面从口 " O )) =""( a ) f -: 切 "(>) 
”(6)=^0)，从而”" (: r )= V ( a ：)( 注意 q 峙 0) .从而 〆 ，= 〆 ._ 
推论一个整坏方的商域在同构意义下是唯 一的. 

证明设厂和 为及 的两个商域，裉据定理11，存在一个 


m 
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定理12设丑为一个交换幺环为丑的任一个乘性子臬 
而且0名于是况关子 s 的分式环存在. 

证明设 a t 为由 s 确定的及的埋想.作及与 s 的笛卡尔 
积在 T 上定义关系“〜”如下 
( a ， s ) 〜 （ a ’， s ’）<=> as ' — d 

“〜” M 然迠反身的、对称的.证明它也是传递的，设 （七， 4) 〜 

a ^ 2 — a^ } d a 2 J 3 —a 3 s 3 ei. 

于是 s 1i (a l s 2 — a 2 s 1 ) + 6i(a 2 s^ — a^ 2 ) = s 2 (a^—a^Si) 裉 

据友的定义 ，存 在一个使 ^ 2 (a t ^-a 35l )-0, 由子 S 对 
乘法封闭 ， t 从而 aiS^-a^s^iV 7 所以 （〜，〜）〜(〜〜）- 

商集〜记作介，包含的等价类记作 (&)= j . 于是 
—— ^ A 7 , 在 /5 _1 ii ! 内定义加法和乘法 j 

s i 

a i a 2 _ a t s 2 + « 2 名 1 
杏 1 fi 2 ^1^2 * 

a { a a _« ia 2 

善 —' II^M 

S J 只 1 s _2 * 

不难验证定义和类的代表的取法无关，而加法和乘法满运环的条 
件，因而 S '" 1 及成一环 . j = 去为零元素，简记你为电 
位元素，简记作 I ' ■映射 + S — 1 允规定为 =气\ 显然 C 

^jr o fy Q 

(”二:^而且^ 是一个环 M 态.决定二 = 
-^-^^ ass / G N m 而 GA r . 所以 .对 

b 

于 S 的兄素 ha ⑷在内有逆元 <7* 最后心…的元 

a Hit 



商域和分式环 


素 i 可以表成 



cr(a)^cr 


这就完全 M 明了 $ -义于朵性子集 S 的分式环的存在性 t 1 

当方 为駐 坏时，若取3 =，二及一{0}，则没― 1 /?就是开的商 
域，因为此时 Y = (0). 

说明^是单一同态的充要条件是 Y = (0). 而 1 = (0) 的充 
要条件是&不含 E 的零闽 T , 稍弱一点， cr 限制在^上为单射的充 
要条忭是在$内乘法消去律成立，即从 S ( S | — s 2 ) = 0( s ,3^ s 2 G 
S ) ，恒有 〜 = 

分式环和商域一样有它的通用性而 ii 在同构意义下是唯一 
的.我们在下面给出 I 1 .而 h 加证明. 

定理 13 设开为一个交换 i ： 环，6为它的一个乘性子集，设 q 
是没到交换& 环开 /的一个同态使得且每个 
在允 ' 内有逆元，則 r ? 可以畤一地开扣成环同态五+丑/使得 
V 分解成 p lor , 其中 cr 为定理12的证明所給的标准单一同态 
R — S- l R 、 

推论交换么坏及关于乘性子集 &的分 式环在同枸意义下是 
味一的 .■ 

例设^为整数环 z 的一个素数.为 z 的一个素现想， 
令 6 = Z — （ P ). 则 S 由所冇与互素的整数组成，因而 S 是一 
个乘性子集.此时 w = (0), 标准同态是单一的■因 
此，可以将整数 a 与 a («) 筇同， ZC ^- ! Z , 整数 a 在； 9-2 中 
有逆的充要条件是 a 与 p 互素.的元素可写成 



i (: 中 r 7 Se2,(r-s 7 p)=l ? t 为非负碭级 . 


^为的单位当且 


2奋唯一的一个素理想尸即 
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的非零非草泣理想都 是尸的 某个正整数幂 P 1 % m > l .研 
究这种分式环就等于研究整數环的一个局部情况. 

§ 6交换环上的多项式环 

这一节和前两节一样，讨沦的坏只限于交换幺坏，谈到环 
的扩坏时总假定 及和 ir 有相同的隹位元素-若环五是环 tt 
的子环，则及/称为及的扩环.本节的目的是利用多项式环来研 
究 冇限生成坏的 结构. 有限生成是构造环的一种较普遍的方法. 

设为一个交换幺环， ir 为丑的一个扩环，交换而且与7? 
有相间的单位兄素，在及/内任取一个元素《，考虑所有瑢如下列 
z jiM 

a 0 + a x u :- a 2 u 2 + * * * +〜权'〜£丑，抑>0* 

的集合，记作丑 [ wl 首先五[找]是 V 的加法子群.运用乘法交 
换律和分配律 3 丑 [«] 的元素相乘可如下进行 

(£>〆 )( £>〆■)= 亡亡认 " 

1 i = 0 i =0 J =-0 

m +H 

=U C v u \ 

v »0 

其中〜 a i b JJ v = o t l ^^, m ^- n t 因而及 [>] 对乘法是封闭 

■_+ i •二 P 

的. 所以 五[«] 是 V 的一个子环.显然 PCifO ] 而且奸五[«] 
(闶为丑/与丑有相间的单位元紊），召1>]叫做元素 u 在及上生 
成的子环*及1>]的元素叫做 w 在开 上的多项式.确定及|>]的 
结构，首先要购定 w 的两个多项式相等的条件，或者说确定 w 的 
一个多项式等丁■零的条件•若“的一个多项式 ％ + …… (. 

W 二0,则它叫做 a 在7?上的一个代数关系.及[>]的 g 构由 




奸交換环 上的多项式坏 
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〃在 B 上的代数关系总和来决定.为了确定的結构，酋先 
作一个 i ? 的扩坏出得它包含一个元素: r ， 它在#上只有 f 凡的 
代数关系， 

定义6设 w A —个交换幺环.用 $[!>]] 表 示一昉 无限序 
列 

组成的集合， fr : / Hr ]] 内定义+和_如下 
UJ + (b n ) - (^ n -f b n ) 9 
(aj • (b n ) =(〜）， 

其中〜 = a 0 心十 〜£•„」+ ..• + a „&。 二 E afi , ^ 于是及 [ DO ] 成 

j! i j — F? 

一环，叫做及上的一元形式幂级数环.验钲及[[幻]是一个环，作 
为练习留给读者. 

丑 [!>]] 是一个有单位元素1二（1，0，〜.，）的交换环.它包 
含 ^ o = {( a o ,0,0, …作为子环.仏与及间构： o 0 H ^ 
U o ,0,0，”） .将％与0。，0，()，••*)等同，于是及为及 [[>]] 的 
子环，而 H ( f ^ n ) = ( aa Q , aa lr * — ) ? at R ， 

定义 7 在及[[习]中取;^二（0，1,0,0，.^).于是$在及上 
生成的子环及[怎]叫做 fi 上的一元多项式环. 

由计算可知 f =(0, *-•，0，〜，0,…■)，其中笫丨+ 1个分查 
〜=1“ = 0，1， 2 ，_ ■•其佘分量全为0,因而丑 [>] 中每个元素可表 
成 

0 n + * - * -r a^ n _ (a 0 ， 0 ， 0 ，”， ） 

由此可知， A ， a /4 .‘的充要条件是所冇系数 
• ■ _ 佘为 0. 从而可知 r 的两个多项式 \- a x x -h * * *^p & 0 + &^ 
，…桁等的充要条件£对应系 W —一相等 a . : \，^ = 0，1，.一. 
凶此 | 叫 R /? 上的一个未定元，以后^在及上的多项式用 f ( x )^ 
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gU ) ， A ( or ) 等表示. ♦ 

下而的定 玴间 答了 上囡 提出的问题. > 

定理 14设 C 为钚及到环 S 的一个同态而且 tr ( l ) 二1%对 
任一元素 w C - S ， cr 植可唯一地护充成五上未定 t r 的 多项式环 It 
[方]到 N 的同态 K 使得 fr „(^) -- u t 

证明对 - J -« n X ft e Hi ， l ， 作及1>]到3 

的映射〜 

^ u (/(^)) - rt ( a 0 )-r aia^u ^ ^ ( 7 ( 0 ^)^, 

首先，这个定义是合理的，就是说，从 /( 均 “ g ( r ) 推出 〜（/!>)) 
^^(^(^)), iHg ( r )--- h Q 1 b { x t … +6 m i :' 容易验诎(7„(/<>) 
+贫（幻） 二〜 (/ U )) i 〜（ gU )). 共次验证 h 也保持乘法■设 

f (^) g ( x ) = c G - hc ^ + * * - + ,其中 于是 

V r ^ — l 

a tt ( c G -t C ^4 - n - c n + m j ; ft+m ) 

= CT ( C 0 ) H fT ( Cj ) 权 + … + cr ( r ^ m ) u^ n r 

其中 <7( c ‘）； cr ( E a 九)： = X ] < r (〜） a (\), 

\ y ^ P-i / y fii = i 

所以 

疋 ） , 茗 0)) = 〜(/(>)> * 汀 “ 钇 o)>. 

而且 

OT b ( jt ) — u { Y)U — l ? ' U ^ U , 

a tt { a )= a ( a ) , a 6 R 

所以〜是。在 i ?[^] 上的一个扩充而丑 ^1*(^) m 显然由 (7 
和^ iYj 象唯一决定，及1>〕在〜下的象为 a ( R ) lu^ t } 

推论设及为 五的一 个扩环且与及有相同的单位无素，对任 
一 ut S ，存在五 [ r ] 的一个理想/使得 

n[u^=Rlx^/1,3.1 ={ 0 >. 

证明在定理 u 中取 a 为及到 S 的包含映射 a (勾二 a , 及， 




§ G 交换坏上的多耵次坏 i ^ 


尸是的同态 h 使得〜 U ) 1而且〜限 U 在丑 
t 为忾 m〗j ， tt ^ r < a u ) = / ， T 是 

E[_u~\^E\ix^/1 p 

由于〜在丑上为 ts 等映射， / ni ?={ o >. I 

说明在推论中 / U)e /的充要条件是 f ( w )=0, 因此，/是 
元素《在及丄的代数关系的总和，若/ =(0)，则 w 在五上只有一 
个平凡代数关系0十0^ + 〃.=0,则称 W 在五上是超越的.此 
时也称《是五上的超越元.若/#(0)，则/包含一个非零多项式 
f O) 使得 /(w) = 0, 则称 W 在及上是 代数的，此时也称 W 是 及上的 
代数元.同时称 N 是多项式 /( 均的根. 

其次，考虑推论的逆.设/为 i ?[>] 的一个理想使得/ ni ? = 
(0}，则自然同恙及 O ]— 及 [>]// 限制 在允上 为一个单一问态， 
因此， i ? 可以嵌入3 =及[>]//内，7?作为 S 的子环且有相同的单 
位元素.将 T + /记成 W ，则6是在及上添加 W 所生成的环，因此 
研究夺及1>：!的构造问题就归结为研究7?[>0的满足/门及={0} 
的理想/的问题. 

下面将环上一元多项式环推广到环上多元多项式环.设 i ? 为 
一个有单位元素的交换环，71为任一个正整数.我们归纳地定义五 
上 W 个未定元 A，H 的多项式环, 记作及 [>!，•*- ，〜；]如下， 

当《 = 1时及[^ 1 ]已定义在 上面. （定义 7) 当 《>1 时，定义 

及 1>|， ■ . * ，疋 n ] 为 

它是一个存单位元志的交换坏，包含及作为子杯，及1>1，*， . 
的元桌河写成 

r 

/(〜，…，二 G /私 ， •. • JMX ， 

丼中 i \ Oi ，• ■ *， T n - i )6 .. ■ ，％，】].每个 /,(^n * * 

又成 '- i 的多项式，系数厲干及 ，… 如此继续 
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h ■厶， / ( A , ■… 〆 J ^ " 丁写成柯限和形汉 

/(^1 j ' ' - — J ^ * i n ^ V ^2 C1 ^-' r ^ i 

因此帑个 /(〜，■.■， a ) 是—吗黾项式的有限 
和./ (^! , ■ * * ^ n ) =0的光要条件娃所有/义〜， ■ " ，Zn I )部等 
- f 岑.应) n 归纳法（对^作 w 纳）可知/(巧，•…， ‘）=0 的充要 

条件足所冇系数 a _ «= o . 这是钊别为及上独立 

未定元的唯一条什 1_ 

设及的一个扩环 ，以 交换而 M _ 和丑有相间的单位元素， 
U U …， u n ' J 、】 R f 中任益个元素.对丁-毎个/(工1，一 • ，^?«)6 
，太 n ] ，用 A 代入仏就得到五^的--个元素，，•_，、）， 
叫做&，•**， 〜的 -个多项式.不难否出这仲代入是合理的，就是 
说，从 /( 方1，… = gOi ，… * ,4) 推出 /( W ，* ■ -， wj ，=君（〜， 
- *‘， w n ) ，其次对于任意两个/(〜， * * * ，心)， gOi ， …,;及[巧， 
• * ■，^^]恒有 

(/ 十贫 ）（ W ， *.*，〜）= /{>』，. **， w „) ~f 茗0』， * * ，，、） 

(/. ■ ■ * ， tu ): f (社 I ， ，"，奴 B ) *€(4 ，.- ■,、）. 

由此可知集合 {/(〜，* …，、 ） I / O ] ， f . *- • ，尤 n ]} 记 
作 R[u lf . ， - f u n J-J^B / 的一个子环，而且包含及. B^Ut , * * ■ 3 u n \ 
叫做元素％，••_,、在丑上生成的子环，一般叫做及上的有限生 
成环.而且同时也证明了映射^)^/01， •…， 是 
■，〜」到丑[心，的环同态.但是 a 们冇更一般的 

结果 

定理 15 设斤为一个交换么环 ， H [q ， *. •，疋 „] 为丑上 n 个 
本定元々， . ， • ， a 的多项式环，又设 乂为 一个支拽么环 ， a ， …， 
、“为 s 中任意洽定的 n 个元素， CT 为 i ? 到以的 一个杯同志而且 
t/(l) =1 ； , 则 CT 可以难一地护充成 … * ， 〜 ] 到 W 的同态 （7 - 
使得 " B ( 出 i) 二《 ■ ，卜二 1，+ ■ * ，》• 




is 交换环上的多项火环 is 

--- --- - -- - - 

证明应 m 定瑚14，对《作 [ asw ! 卩得本定邱 . | 

推论〗设 s 为/亡的扩环，交换而 r 与七有七「 ] #单位元素 ■ 
对于6?的任意 W 个元素化， * - * , v n 1 % 在一个唯一的同态 CJ : 

使怦以限制在"上为恒 f 喷纪，而 JlaU 、）- w .， 

i ; 1 ， - •甲，1 令 / 二 kei ，（ cx ) , 则 

- * 、 ■ "，心]， 

而且 / nif -( o ). 

证明首先^是/?的饩凉 映时 在斤 r B ] 上的扩充 + 这 
m 只志要证叨/ n 丑二 （0) ■设—义;面由于 cr ( a ) 

- : = /nn= (0).1 

说明在推论 1 中 丑上釕 m ' h 成子环的结构 
决定于现想 / . 对任一 iU lf * ，+， 有 /(〜 ，…，％)、-0, 
/(々，••■，')叫做元素 A ， …，\在及上的…个代数关系 .J 
就是《 1 ，**、'在及上的代数关系的总和，3 了二 （0) 时,对任一 
/(〜 ，…_ ,*：,) G 怎1… • ，％], /(〜，..， f u n ) =- 0的充要条汁是 
/(〜.•■‘，〜）= 0. 在这种情况叫做丑上的代鉍无关 
元 . t ! i 叫做在 if 上赶代数无关的.杏则〜，•■•，〜叫做在丑上是 
代数相关的. 

推论 2设」 V 为及的一个理想，令万二开/況，设云 
为 及上的 M 个未定元： h，■-■，h 的多项式环.于是 /? [工 J ， 
•2 ■，方 n ]/ W!>i ，■-，〜]二云[〜，••• ， h ], 特别，若 w 为苫的素 
理想， 则 ivo 』， *.■， 〜 ] 是五的素理想. 这里， 

况[龙1，… ，％]表示丑[冗 I 广 ' ■ 中系数属于 w 的多项式全体. 
证明根据定埋15，肖然同态及可以唯一地扩充成 

CT ，： 及[江" "* ? ^ n ]-> i ?[ yj ，…， yy n ~} i }! if ^ cr n ( x \) 二= y " b ], …， w * 

及 Oi *"， A ] 的元素 /( 名 1 ，… O 厲子 ker ( o - B ) 的宂要条忉氐 
/ a _ 1 ,•’■ J J ^ >的毎个单项式的系数郤属丁、 v 、即/ Or ... 〆 w )c 
，…， jf „〕 •所以 kcr ( o -„):: A [> v . ，.』二」：次，若 J 为及的 
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第 4 令环 


素砰 Uii 為为整环.读者对《作归纳法不难证明云 [yp .. _ ， y n ] 
也是一个整环（这一点在下一节还要谈到），因而根据定理8,可 
知是 i ?[ q ，.. •，〜 ] 的素理想， | 

说明对定理15,推论1后而的说明付补充一点.环 及上的 
有限％成环斤[〜，*•*，、]的结构决定 T 多项戎环,■.*，〜] 
的想 /. /赶在 i ? 上一切代数关系的总和.但/包 
含的多项式多至无限 t 是 芥存在 冇限多个基本的代数关系使得其 
它的代数关系都是这些基本关系的组合，系数属于7?[心， 

■如果是这样，对于 i ?[ A ， ••‘，、]的趼究无疑是一个很大的推 
进，这问题牵涉到多项式环及的埋想是否是冇限生成 
的？当及为一域或整数坏时，答案是讶定的*这将在下章讨论. 


§ 7 整环上的一元多项式环 

这一节讨论整环上的一元多项式的裉的一些性质，也就是讨 
论整环上的代数元的某些性质，特別是域上代数元的性质. 

设 i ? 为一个交换幺环，为及上的一元多项式环.设 
f ⑷二 - a〆 十〜―广 1 ^ ..， +a 0 6 i?|>] .如卨等代数中一样，若 
心尹0，则《叫败 /U) 的次致， id 作 ^- deg/(^). 0的次数规定 
为一由定义，非0常数的次数为 0. 不难验证次数有 
如下性质， 

deg (/ U ) +^( j ?))< max ( deg / C ^) J deg ^(^)) , 
deg (/ C ^)^(^))^ deg /( j ;) + deg^(^) t 
当 deg/U)#deg 尽 （j7) 时，第一式的等号成立，当 /U) 或 g ( x ) 
的 g_ 项系数不是零因子时，第二式的等号成立. 

设丑为整环.则有 

^ g (/(^)-^{ ； r ))= deg i f ( jt ) - hdeg ^( x ), 

若/(幻 ■容 U)=l ， 则 deg /(； t ) 丄 deg 贫 （ x )=0 .从而 deg /{^) 
-^ gi ^)=^ 0 . / U ) 和尽 U ) 只能是非零常数.因而它们都是 



%7 积郑上的一元矣项式 钚 

i_ _ ... .. - . - .-,-- 一％ - - — - 办'从•評 • 、.* 一 — 

7?中单位 . 闪此得 

定理36若尺为一整环 •則及 [>] 也是整坏而 X 允 !>] 的单 
位群与片的单位群相等. 

推论若尺为整环，则多元多项式环 i ? 也是整环 
而且它的羊位群与 i ? 的相同. 

数域上一元多项式的除钬 P : 式可推广成 
定理17 (除法算式)设 z ? 为一个交换环， 

及 [>] ，^*0)^0,而丑€(/)的首项系数为羊位，于是存在唯一的 
一对多，式 7( j ；),『 o ) e 丑[>]使得 

f(x)=q(i:)-g(x)-rr(x) f 

degK^)<deg^(.r) i 

推论 1 (余数定理）设[: r],ce /?，则 / U > 可表 
成 

f (x) =q(x) ^ (x -c) f (c) t 

在定圳 ]7 中若 rU ) 二 0, 则整除/(工），记成莒 U ) 
1/( 幻，此时沒 U ) 叫做 fU ) 的 fe : 式， / U ) 叫做 j . r ) 的倍式. 

推论 2 (因式定理）设 c&J? ， /u)ei ?[^]， 则 U--c)i/ 
<>) 的充要条件是 c 为 / U ) 的一根. 

定理 】 7及其推论的证明和及为数域的惜况宂仝一样， 

定理 18 设及为一整坏，則 
/ U ) 在及内最多有 n 个不同的根. 

证明 设厂 为及的 商域、把 /( 幻看作 F[>] 的多项式，证明 
完全与数域的情况类似. ■ 

定理18中丑的交换性和无零因子这两个条件是必要的.举 
例如下， 

例1设 H 为实数域 II 上四元数体. / U ) 二 P + 1 在"内 
至少冇3根/，/，丑.实际上， / U ) 在 H 内有无穷多个根.这种 
情况的出现是由的乘法不交换，对于—元素 


HS 笫三』?;：环 


都是 ) 的^而 jiwn - 州 

例2在 Z /(8) 中 x 2 — l 初 1 H 个极1，一 1，3， -- 3 * 这种情 
况的出现足因为 z /( s ) 中有非本的幂零冗. isrrr 外 ， ifH 
了也是 p — i 的根. 

例3在 z /( is ) 中 w —1有四个根了， 7\ n ， n , 这是因为 
Z /( U ) 柯苯因子.实 k 上， Z / U 5) 二 Z /(3) ㊉ ？ 7(5>. P — 1 在 
每个直和项中冇两枳.很划孙子定顶 x ^- l 杏四根. 

定理 19设 K 为一整环， 及， 二五一 {0} 为一乘法么半鮮 • 
則 JT 的任一有限子嘢都是循坏的. 

证明 设 G 为 iT 的一个有限群，阶 t ? 是一个 阿贝尔 
群，对 e 的每个闽子 L 梠据定理18，？--1在/?内最多冇个不 
同的 奴 ，因此 G 屮敁多有个元素， > i 阶整除 , 裉据第二草定现 
是一个循环群 .■ 

例4 在例 1 中， {士1,±1， 土八土 JO 是一个 8 阶有限舴但 
非循环. 

例 5 在例 2 中（了， 阶 群但非循环， 

在这甩应竹別提一下有版域，设 F 为一个 有限域 t 含？个元素 9 
p 的非零元崇企体 m 成 个 f 1阶乘法群，圮作 f %根据定理 
是一个循环群，丁足得 

推论设 f 为含$个元素的有限域， F 中非零元素组成的乘 
法群是一个1阶徜环群，因此 F 中的元责 恰好是方程 
— 的全部根. 

设多为整数环 Z 的一个素数， Liin 商坏 F ，= z /( jO 是一个含 
P 个元素的域，乘法群 F / 是 P -1 阶循环群，设1为 F / 的一个 
生成元， V 的阶为 P -1 的充要条 (牛是 o , /? — 1)二1,闶而 h 有 
免 (P — 1) 个生成元# U ) 为欧拉 a 数，在然 H 态 Z ^ F P 下，可知 
7的任一反象《是 mod / 的一个原拫，即 a modp 的指数为 p — 1， 
因而整数 modj ? 有史 -1) 个不同的原根， 
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最衍 叽究域 f : 代数元的性质，它心域上一元多项式环有密切 
冷系 ，数域上的…疋多项式环的整除 坪论 对任意域上一元多项忒 
环仍然有效.0为除法算式（定理 17) 忍它们 的凡冏 丛础 . 

定义7 —个整坏及叫做主理想整环，如; ( i /纟 的每个理想都 
足主理想. 

例如，整数环 Z 是1个主邱想整环. 

定理20域上的一无多项式环是一个主理想整环. 
证明设为战，上一元多项式环为任一理想，零理 
想显然是主理想，因而可设 A f %(0), T 是在 Y 的非零元素中取 
一个次数最低的多项式/(^),证明 N ^( f ( x )) w 显然（/(怎）） 
C A ，反之，设 g ( X ) eN , 作除法算式 

茗 U ) e (工）-/(忠） + ru )， 

degr ( j ;)< deg /( x) t 

因 iV 为理想， r ( x )= g ( x ) - g { x )^ f ( x ) e 况，根据 / U ) 的选择， 

4：0二0，干是左（尤）€(/(尤）），3 7 0(/(之）），所以及=(/(文））.| 

说明理想 V 的生成元 / U ) 还 nj 如此取使得 / O ) 的首项系 
数为1,因为如 J U ) 为 jv 的一个生成元，则任 一 c / u ), c eF ， c ^ 
0,也是 A ’ 的生成元，可 适气取 c 使得 /<$) 的首项系数为 I 这种 
生成元由 JV 唯一决 定. 因为 /( 幻， 为入 的任意两个生成 
元，首项系数都为】，于是 f (幻， g (^) 互相整除，从而/(幻〃 

设及为域，的一个扩环（交换〉而且和有相间的单位元素 • 

为，上的代数元，根据定理14的推论 
^lu2 = Fl^/N f Nr\F = {{)} ? N^(^ m 
根据定理 2 0, f ( x ) 的酋项系数为1,由 V 卢 （0) 且 

1门’ ={0}，/(均为 - 个次数>1的多项式，/( I )由元素 w 唯一 
决定，叫做元素《在 F 上的极小多项式，根据 A - -(/(^))的定 
义可知一个代数元“的极小多项式/(幻有如下的性质 s 





设 / U ) 为扰 P 上一个代数元 M 的极小多项忒， ^ fg ( x ) 6 

厂 -0<—:->/ ( x )\ g(^) M 

定理2 1 设 F 为一域， F [: r ： [为 F 上一元多喟式坏， f ( x ) e 
为一个次数的多项式，则 T 列叙述等价 | 

D / U ) 不可约. 


2) 理想 （/ U )) 力技大. 

3) Fh ]/(/ U )) 为一域. 

4) FU ]/(/ U )) 为一整环. 

5) (/0)) 为素理;^ 

证明 0^2). 设 W 为 F [>] 的任一理想使得 （/!> )) c ： A t C 
根据定理20, ^-{^( r )), 于是由 (/( x )) dU , U )) 冇 
S U > l / U )，/( 疋）二 &('0尽0)，因 / O ) 5可约，貧 U ) 〜 / o ) 或 
茗 U ) 〜1，郎： v : (/ u )) 或況=(1)，所以 （/ U )) 为松大 • 

2) 今 3) fc 据定理7即捍. 

3) 44) 显然. 

4) 45) 稆据定理8即得. 

5 ) =^ 1 ), 反证法，假若/(幻可约，设 / ( a ?) — g ( x ) ^ h ( x ) f 

deg ^( x ) < deg/(^) t degft (^ r ) <dcg f ( x )_ 于是貧 # 

(/ U ))， h ( x ) 茫 （/ O ))， 但是 sU )- A ( aO “/( j ;) e (/<； r )). 这 
与 （/ U )) 为素理想矛盾 . 3 

推论 1 设以为域 厂的一 个护环（交换）而 JL 有相同的单位无 
素，设 ^ es 为尸上的一个代数元，则下列叙述等价, 

1)«在尸上的极小多项式不可约 . 

为一域. 

3) 尸 [>] 为一整环. 

证明由定理14推论和定理20得 
f ⑷为 u 的&小多项戊，于足由定理_ 21即®推论 1. | 

推论 2 设 S 为一整环而立包含一个于域尸.如果$的每个 
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元素部是 F 上的代数元，则、 V 为一域， 

证明由推论〗即得 . I 

最后应用上而儿节的结果来说明一个有限域足如何产生的. 
由第一章§ 12,知道任一个域有一个特征而且一个有限域的特征 
K 能是一个柰数.设 F 为一个有限域，特粧为素数几于是 F 的 
单位允素 e 的倍数 e，2e， *• +， m 嵬合作成 F 的一个子域，记 
作 F,， 即是特征 p 的素域 . 和整数环校 P 得到的商坏 Z/(p) 
N 构.其次，根据定理19的推讼， F 的 作零元 素全体构成一 
个循环乘法群，因而有也成元.设 a 是的一个生成元. 
设匕[>]为 F, 上一元多项式环.裉椐定理14的推论，存在一个 
环同态 + p 使得 .cr 在 Fp 上为 iK 等映射而且 a ( x )= a m a 
显然是满的.令 fcer ( CT ) = J . 根据定理20, /是一个主理想，/ = 
于是 


F f r.^/(j(^))=F^ 

根据定理21的推论1，/(幻是一个不可约多项式.设 deg /0) = 
令无=方+/，对于 aeF ,，《 十/简记作 a (因为 / nF , 二（0)>， 
于是 F ,|>]/(/ U )> 的元素可以唯一地写成 

£)o 十〜沄十 *，* +o n ^i^ n_1 ,a,^F Jw 

这表明 I %[>]/(/(; f )) 和 F 的元棄个数同是 〆 . 由此可知扩个 
元素的打限域是否存在和素域 F p 上《次不可约多顼式是否存 
在，这两个问题实质上是同一个问题.在习题中将要让读者证明， 
对于每个特征 p ( p 为素数）的素域和每个正整数 w , 在 F p [>] 
中恒存在”次的不呵约多项人，而且还可以计算出其个数. 

再梁一个例子，设尸为一域， M n ( F ) 为 F 上 nxm 全矩阵 
环， (尸）系由全部 Kxn 矩阵为二 （ ai J ， aJF ， 组成.在 
^ rX ^') 屮取定一个矩阵 （1,). 2与每个纯量矩阵《五乘法 
交換，这篷 a € F ， E 为萆位炽阵 • 因此4在 y 上的全部多项式 

卜 a, j 十•…十 a r A T A\r>0 ? 
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组成的-个 f 环 U 乍， [ M . 将力’的元素 " 4纯 M : 圯阵 
aE 等间 「 f 以吞成厂 [ A 的- U 域， F 「 4 | 就上 
生成 fe 交换环. 4在 f 上是代数的，因力芯， + 在 F 

[:是线性相关的.设 , fO)e F [: r ] 为4的极小多项式.则 /( r ) 的 
次数 W . (实际上 deg . fO)S W ， 这是高等代数屮 Q 知的结果)由 
I 1 礼（厂）当 n > l 时冇 本闪 n > l 时一般不是整环， 
因此 / U ) —般可约.若 / U ) 不 rtf 约，则为一域，以上^ 
Q 有理数域，= 2为例.此时 

4”). ' 

设 M 不是纯量矩阵，则4的极小多项 A f (, r ) - x ^( a ^ d ) x f 
M ]. Q [ A 的元素一般可 S 成分三种情况 t 

i ) /( 均不可约， Q [/ H 是一个二次域. 

ii ) /( W 可约而且无重根.设 / O ) 二— 4>而11 

怎 1— 无2,令月 〜 l r -( A --^ l E ) ? C^~~ r ^(A 一 怎 2 五）•则 

£ + 0 =五而且 = 化 于是胪 = 因』不是纯量矩 

阵，万今0/今 0. 石和 C 分別生成两个理想 QZ ? 和 QR 尸[乂]是 
它们的直和 FIA ~] = QB ® QC \ QS 和 QC 都和 Q 间构 • 

iii ) /(功 _口1 约但有重稂，可设 /&) = > — 〜） 3 .令方 = 
^一巧仏，则护=0.由于4不是纯景矩阵 ，五今 0. S 是一个幂零 
矩阵. Q [4] 除它本身和零理想外，只有唯一的非平凡理想 QS 而 
且是一个¥零理想，即 （ QS ) 2 =(0 ) t 

如果一个环 i ? 的理想及的若干次幕等干(0)，则 A 叫做一个幂 
零理想， 
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§ 8多项式函数 

数学分析和复变阐数中听 U 论的函数分別盐丈:变显函数和复 
变敁函数.由十实数城和复数域柯很好的拓扑钻构，<以引进极 
限、迮级等概念来 W 究函数.这一 节是讨 论任盘域，上的函数，函 
数的 fi 变 SM 能在 f 内取的. 由下， -般域设心好的拓扑坫构 ， _M 
能应用域的代数性质來研究函数，因卩 U ] 前只限 ] : W 究多项式函 
数. 


设，为任一域.厂作为集合，每个泱射叫败 F 上的 
一个函数.用 &表示 A 变鼋，/也记作 _/(>). /( S ) 在3 = ^1的值 
id 作 f ⑻ • F 上的函数全体记成如通常的幽数的加法和 
乘法，在内引迸函数的加法和乘法 . 设/和^■为 P 上任 B 两 
个函数，定义/十牙和/ .贫如下 f 

(/4 g )(^)--= f (^)-^ g ( s) t 


( f - g )( s ) - f ( s )^ g ( s) w 

容易验证，对加法和乘法形成一个交换环. 、 

F 的每个元素《规定一个常 数函數 八 
AG ) 〜 a , 对 S 的所朽值. 

容 易看出 ，/ q 是 的冬） L 素 ify 电位 元素. 而且有 

fa f b — fa + i j f a * f b ~ f a ^, 

由此可知映射 av ^ f ^ 是 f 到的一个吶一同态.因此可将 
a 与 f a 等 H 使得 F 成为的一个子域 • 以后凡的元素《表示常 
数函数 a < s ) 二 a 对 S 的一切值.不难验;正，是 P 上的一个线 
性空 N . 


在数学分析中除常数函数外最简释的函数就是对角线映射即 
a 交 it 函数 A 在这坦的对角线映射即0变泣函数就足\ S — 
方面是自变量，同时也赴函数_ S 是这样 -. 个函 数，它的函数沾和 
对应的自变 it 的货 处处相等，我们要讨论的对象就是函数 S 在/ 
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上生成的子环 ^[^1, 的每个元素可丧成 

+ a p + ■ “ + CTi 0 F ? n> 0, 

它叫做 F I : 的多 项式® 数. 

设上的一元多项式环.根椐定现14的推论 JO ] 
到有一个冋态 a 便得 c 在 F 为 tH 等映射而且 cri >)^=5 .设 
ker ( a )-/. 则冇 

n - r ]" 二， m ，川 F - m . 

定理煦设厂为一域.卩，为尸到 F 的兩軚环， FC ： 尸 r 为常数 
函数子城， s 为自变量戽数即 s ( rr ) a 对所有 F ， 于是 

1) 当尸为一个无限域时，在 F 上为超 越的. 

2) 当 F 为？个元素的有限域时，，|>]二/[7]/^，/ = (：^一 
; r ), 即 s 在尸上为代数的而且的极小 多项式为 M — : t . 此时 
i ^= p [ s ]， 即 / T 到 F 的函数都是多项式函教. 

证明 1) 设 /( 功 e /， 于是 /( o 二0,即中的零 
函数， to 就是 / U ) = 0对所存因为 f 包含无限多个元素， 
根据定理13,/0)=0,即/二 （0). 所以尸 o ] 二尸 [>] j 在尸上 
为超越. 

2) g ( x ) ^ II 1> 一 a ) 是一个 g 次多项式而且恰有 

F 

?个不同的根.另一方面，根据定理 i 9 的推枪下面的说明， F 的 
元素全是 v — r 的裉.于是 g (, d ! 〆 一 A 而 A 它们的首项相 
同，所以贫（疋）二^一二设 /( 幻&/，于是 /( O 二0,即 F 的元素 
全是 / U ) 的根 * 于是尽 U )1 JU )， 即 / C (足（^)),反之，显然 
(尽 U )) d 所以 I -( g ( x )) 二 （/ J ), 闪曲、在 F 上是代数的 

而且 y 为它的极小多项式.包含 V 个多项式函数 

Qq -7 卜 .** :- a q _j s fl_1 ^ a, £ F t 

所以 二 1^1 ， I 

其次 m 仑多元多项式函致.设 s j - ⑻ —f 乂 f 乂 h •乂 F = 


gs 多项式函钕 — 

、- ■■ ■ - - • - - - ■ _ ■ ■■ ■ 

i F }. S 到 F 的映射全泳按通常的函数加法 

和乘法成一环1 E 作在函数环屮有沒个 S 变量函数心， 
i = l f --, n 定义如下【 

A (( a , ，… 

这 w 个珣变帚函数〜在厂上屯成 m - 个子坏厂 i ^ i ， •••，〜]， 
它系由〜，***，&的多项式 

U \ . ■ ■、 W ' ‘ 

h ， …，， 、 

所组成，其中吖…，尸，上述函 数简记 怍；^/ 
Oi " _ * 3«)在（《|，■…的函数值为 

i (*■】，■* * j ^ n .) C C ^ i ? ， a n )) 

= Z ] 1 L .. … r a n ^ . 

(] ， .• • i ^ rt 

根据定理〗 S 的推论 1 . 存在 f 上多元多项式环到 
* - * ? s n j\fy 一个同态 o ■使沿 tj 在7〃 上为恒： 争映射而且 
= 设 ker ( o ■卜/,则 

尸 Op * * * ^„]/i 2 j’’[u t ‘•■ ， s„] , / 门 F = {()}• 

定理 23 设尸为一域 . FxFx x F --^ F ^\ 又设 
，■“ ， s n 为 函數环尸^中《个白变 I 為数 i h 〈 （ a 卜 ■ * ■， aj ) = 
对所有 （ a ,. ，， •， a n ) G / MTt 、于是 
1) 当 F 为无艰域时，尸 [>〗， ，..， r n ] 二尸[〜，■”，&]，〜， 
*•*，〜在尸上代数无关. 

2> 当 P 为9个元素的有限域时， 

尸 f>y %心] 二尸 [: i ，. * • 

7为尸[>|， •. •，^ *„] 中由怎/一怎】，….， ： r B 生成的理想，此 
时，…、 ], 

证明 1) 设 /(^!，-- ,xj ei , 求证 f ( A ，.. •，^ rJ = o . 

对 n 怍归纳法.当 R = 1 时， 1) 即定理22中的 1). 假设定理中 


的 1) 对^ 1成立.将表成 

•m 

f (> i， …， J t G / i ( A ， ■ ■ ■，〜 -i) 八， 

« -D 

于足对千（七 ， ….，〜） e 尸⑻， m 存 

/ O 〗 ，…， sJCh ， …，〜 ）） 

n 

= X ]/乂 A ，…，，〜—»()• 

I-U 

令化!任意取定，而 il： a ft 取遍 f 的元素， fti 于 P 无限，相 
据定理22的1)，推出 

* * * s ^ n _!) = 0^ = 0 ? ■ - - 3 m , 

这 m 十1个等式对所有（％，…/^卜1>都成立，即得 
/-( si ，• ■ * ， 〜] ) = 0入= 0,1， . …， 

由! f3 纳法假设可知/,(〜，•■ ■ s &_]) = () 对 i =0, 1， * • ■ 因而 
0,所以/ = (0)，得 

F [吝1，***，〜] 3 ’ [怎 I ，" . ，方 n ]* 

W 而上代数无关， 

2) 由 X /- — a 在厂[〜， - …，' ] 巾生成的理想 

ill 作厂.求 = A 裉寧定理22的 2) 知 /， c /, 求证 Jc /，. 
先证明一个事实：任一 / Th ，，，. 可表成 

n 

(1) /( 疋 1 ，…， - EIlOi，■ ” ， L)0 .’一 工.） — rOj ， ." ，； r n ) 

1-1 

使得 rOi ，…•，〜）作为每个 仏的多 项式， K : 次数都小于显然 
只盂 i 止明当/(〜， ■ • ■ ，“）为艰.项忒对蚱… 々的 倩况上述事 
实成立即够，由于即 ( mod 厂），因 [ fj 每个 
^ ^^( mod / 7 ) 使得 0< r 』-<?, 于是 

x \ x l <l - - - x ^= jrYxl 2 * * .々 （mod J ’） ， 

其中 OCnCt j -1，"‘，7J. 这表明它可表成 

疋十 瓦 Oi ，. • •，怎 《)， 
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其中 ? " " * t 洲心一 /( ..*，') 可表成 （1) 式。 

PC ' U ) 式的左边和右边 
第一项都属于 J ，因而 …， 由于 rh ! ，…_， 〜〉 对 
每个心的次数都小于 I f 丨 = i 仿 1) 的证明，对〃作归纳法可证 
Ka ， .一，0而/(>】，■*■所以 JC /’* 总之 

同时也证明了，所？ r 单项式 卜 ■ *4% 0< t Ir …， « q ， 

在尸上的一切线性组合枸成，[〜，+ • •，心:]模/的一个完全剩佘 
代表系.所以•，〜]//.的元柰个数为它等于函数环 
”的元柰的个数.因此得尸[〜，-•■/ n ]= i ^ 〔'麵 
根据以上讨论，将 F 」: 一个多元多璜式/(&，■••，％>作为函 
数理解时，苦 P 无限，则它们在同构意义下没有区别；若 F 有限，则 
它意味着 / Ol ， **■，')模理想*一，4 一 6)，其中2 
=1礼 


习 埋 

(下列各题中出现的环，除相反的声明外，都假定是有单位元紊的环） 

1. 证明，在环内，若1 一 有逆，则1 一 h 也有逆， 1 

2 . 设在环刀中元素《有右逆. i 正明下列三条等价 Xi ) «有多于一个 
的右逆 i ( ii ) «是一个左零因子 Km ) w 不是，丫，-位. 

3* 在环 B 内， 若元尜 《有多于-个的心逆，則它有无穷多个右逆. 

4. 在环及内 5 若尤是一个 S 零元，则1 一2是一个单位 . 

5. 已知一个交换环 J ? 的全部辟零元构成及的一个理想 • 在非交换环内， 
上述实是否成立？ 

6. 证明，域 F 仝矩阵 环邶 〆 尸)除本身和零理想 (0) 外再无其它 

理想.如果一个作#环及除丑本身和 (0) 外无艽它理忽，则 i ? 叫做一个单 
环. UP ) 是一个单环. 

7. 设^为一个特征 p 的域, J ) 为素数.证明 

(o + E 0 f 对所有 




域的特征概念可以推广到幺环上去.如果幺坏丑的单位元宏 e 生成的 M 
让群 是一个无限群，则況叫做特征0的环 >若0是一个有限 
群，令 | G 1, 则 A 叫做环 if 的特征 . 证明，若 i ? 为整环 Jl | 只的恃征为0或 
为一个素数.而 n 苕介的特征为忍数^則上 丽等式 对及&成立， 

S . 设为环丑 hnxn 仝矩阵环.又设 J 为/?的一个押想.求 UH 
J 上 nxn 全矩阵环 U n (/) 是见 rt (/0 的现想，进一步 证明， 苋*(五）除这一类 
理想外再尤其它理想. 

9. 设八孖，篁为坏丑的理想.证明 

10- 设 tj : 五—允 是一个满的环同态而 K 将及的单位元素1映到萆位元 
素1、指出下列命题的止确和错误 + 正确的给以证叨，错误的请举汶阏. 

0) 若是幂零 （¥ 等）元 足允 的幕零（幂等）元(如果环 
的元桌 e 适合 / = e ，则 e 叫做幕等元 .） 

00 若是 零因子 ，则 Wa ) 也是兒的零因子. 

Ciii ) 若及为整环，则 t ? (五） = iT 也是整坏:. 

( iv ) 若 tj (丑） = 矿为整坏，刚及也是幣坏. 

( v ) 若为单位，则; ;(《) &是 V 的笮 K . 

( vi ) 若 dU ) 是倉的单位 3 则《也是；?的单位， 

11在四元数体丑内，令 

/T d = {a a + a. J + aiJ + A^fiT la j ()} ■ 

证明几„是孖的子体. 

U , 决定四元数体开的中心. 

13. 决定//中与/乘往交换的疋素仝体. 

1 4 . 设汉是 / J 的一个子体■若对所有非芩元素都有则 
H 忒者没被包含在//的中心内. 

16, 设厂孖， iV 为环五的理想•若权 * YC / 而与//互素，則 iVd 

I . 

ic . 设；?，/，"，如上而 a 假设丑是交换坏.若//〕/， n ^ i 而且 jy 
N 互桌 ，则 二 L 

17. 在域尸上 《 xn ( n > l ) 全蜗阵坏 Ijr ) 内导求-个+环2使得及 
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除恒等同构外没冇 X :它反自间构. 

is . 用衷示 p - i 仵 K 域 Z 表术 F P 」:2 x 2 可逆矩阵全 

f 本构成的乘法群. L ,( F f }^ m . 

19. 设及={(? ^)^66 Z ^ K 决定"的企部现想. 

20, 在18题中将臬数 p 换成 (I 一正悠数，试计算坏心」 Z /( n ) 1:2 x 2 全 
钜阵环的单位群的阶. 

21- 没及为-个交换环而且它的恃征为素数 p , 证明丑到自令的映射 
是一个单一间态.问它总不; i 间构？ 

22. 设尺为交换环（不必有 1). 若及有零因子但又只有有限个零因 
子，则/?娃一个有 S 环. 

23. 设 W 为坏則不必有1 ) 的理想，而且/ 又为# (作为一个环）的理 
想，问/恳不是五的现想？ 

24. 设允为一个交换环， a 是方的 不可逆元.证明 i ? 有一 .个极大理想 
於时且包含 fl . 

25. 设斤为一交涣环 ，■/ ( i ?) 表沄没的仝部极人理想的交. J ( if ) 叫做环 
A 的 BI 柯勃逊 （ Jacohson ) 根*证明 V (/?) 的每个元素 a 有如下性质，对所 
有求€：- 充 ，1 一 at 都是可逆 ; L (与第 -二 章定理9推论2和习题4作比较） 

26. 设 if 为一交换坏.如果:; C 素 aeif 只存习题25中的性质，则 G 叫做 
—个强拟正则元*证明，及的强拟正则元都属子■/(々）. <参看习题 25) 

27. 设 i ? 为交换环.诬明，若 J ? 有限，则及的素理想都是极大理想. 

28* 证明第三章§ 2的定理4和定理5『等价. 

29. 设 G 是复数域中仝部单仪根组成的乘法群.请具体写出 (； 的一个 
肖同态，它是满的但不是单一的. 

30. 如果环 i ? 到坏丑'的映射 r / 满足 

( i ) V 是加法群同态，叩 T }( a -\- b ) = n ( a ) + j ?(&)， 

(] i ) 7(1)=1'， 

( iii ) rjiaba ) = t }( a ) r }( b )7}( a) t 

则 r ? 叫做一个若当同态.证叨 ，若 V 是一个若当同态，则 r ? 具有性质 
⑴ riO^XcO 、 

\ 2 ) y{ai(^-cba)^7}(a)7}(b)Tj{c)^-7j(c)t](b}rj(<t) f 
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(3) J](ab-\-ba) = J}(a)y(b) l 
狀然坏的 R 态和反问忐狀；若当冋 

31. 费 K 勃逊瑞 卜特 （Jacobson Rickart) 若 7 是坏片到无零闵 T 的 

坏 的 m M 态，那么 41 £盘 G > d v(fiEO -TU(a)q(fc ) 和 二 

T}(Ji)7j(a)4i i >： + 

32. (笮罗戊）设 n 々坏"到坏及'的一个映射，满足 

⑴ rj(a~h/>〉= q(a) +r / ⑻， 

( ii ) 々⑴=1、 

(iii) r}(ctb) = 7}((ih](b ) 或 ^(ab} =rj(b)rj(a'} t a ,6 ^： R, 

则"是 - 个间态或反同态（后咅定义为充到及^映 g .| ^满足 （〖>,< i {) 和 （ Ui ), 
” ( a 6)=? j (&) r ;( a ).) 

33. (贾柯勃逊-瑞卡特）证明，坏 i ? 到无零因手的坏义的任一个打 j 问 
态是一个同态或反同态. 

34* 设》为一素数， ft 为任一大于1的整数,五-^/( 〆 ）. i 正明 
0) S 的元素不是单位便是#零元. 

( ii ) 及怆有一个素理想 3 记作 P , 

( iii ) 商环及 AP 是一个域. 

35* 设 P 为一素数4为一整数，及试具体指出多项戍环及[幻 
中哪些元素是单位，零闪子或是幕零元+ 

36. 设及^兄 ㊉ 札 ㊉ … ㊉ 及，是环丑的一个内直和，及为丑的一个理 

想，证明 


其中況 n 恥有可能等于 (0). 设 n>l, 试决定五 =2 ： /<n ) 的最大幂零理想和 
单位群 . 

37 . 证明 V —r 在 Z/(6) 内有 6 个根 . 

38* 证明 f + 1 在四元数体 V 内有无穷多 个根 . 

39. 在复数域内 = + ■ 是有 理数城 Q 上的代数元 4 求 u 的极 

小多 项式， 

40. ftij ； 数域内设 u 为 /0)=;t a —j + 1 的一根.试将下列兑桌 

^ u 1 -\-3u-\)(2 u z -2 u + S) 和 （3 w z — w + 2) 1 
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题 


itii 


夂成次数 s (fy it ^ 多项人 . 

41. V-t F . =Z ! { 2 )^ 证明 /(疋） = f + ： r s + l 在! ] 内不"丁 t 
明商环 E = F , M / C ^^ a ; s -[ 1) 娃 8 个元紊的域， 

42. 设 F , = Z /(5). 试定出 FJ >] 中全部首项系数为1的2次不4约 
多项式. 

43. 造一个25个元素的域. 

44 - 证明 ZO] 的理想 （3，/ + 2 V + 2 : r —1) 不是七理想 • 

45. 设 F a = Z /(3>. /=(3 P ir 3 +2 f + 2 r — 1)为：£[: r ] 的理想.证明 

Z [: r]" = F a [> 〕 /U a — 怎: 一卜 1). 

由此证明/为 Z [幻的一个极大理想. 

46. 设 J 为一域， / OOenrLdegfC ^ X ). 证明商环卩! >]/(/ U )) 无 
W 岑元的充耍条件是 / U ) 无瓜 闪式， 

47. 设刀 为-个 交换坏.若是一个幂零元， M / U ) 的毎个系 
数 Hi 是 五的郝 零元. 

48. 设7?为一交换环. lit 明，若 / U ) 6 KO ] 是一个笨因子，则存在 i ? 的 
一个元素使得 a / U )=0_ 反之砹然. 

扣.设允为一交换坏 JU) = A^ + a ,:r tl - 1 + …+〜6及1>；].若〜为 
单位而 A，* " 为蒞零元，则 /( jt ) 为五[>：]的箏位. 

50. 证明习题47的逆也成立， 

51. &开为交换环，兒=及1^广*，心].用 r ( i ?) 表示 i ? 的诣萆根 4 证 

明 V 的谐零根 r ( 等子 r ( B )[^ ，… 

52. 在一个荇限环 i ? 中，若一个元桌有右逆，则它必有左逆.因而它有 
逆.当 i ? 尤限时，这个車实对不对？ 

5 3. VXli 为一交换坏,证明，多项式环 Ak ] 的强似正则元都是靱零 

7C. 

54. 设 ft 为一*换环.证明 ，若宄 的每个元桌 a 都有一个适当方幕 a n = 
« U >1)， 则 J ? 的 W 个素埋想邯是极大理想. 

55. 如果一个交换环及的毎个元素《满足 娜五叫 做一个布尔 
、 Iioo 〖 e ) 环， iili 叨布尔坏有性质： 

(0 2 a = 0 对所有 
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( ii ) 钿个素现想/都极大而 fl 五 // 是特征2的素域， 

< iii ) 的每个有限生成的理想拙可由一个元素半成. 

66. 设力为一交换环， K ） 为它的闱零根.证明下列三条等价， 

<0介有一个而且只有素理想 * 

( i 0 五的每个元素不是单位便是幂零元. 

< iii ) RACR ) 是一个域. 

57. 求 liF ^ 如果 一个整 环除它本身和 （0) 外无其它理想肩1|它是一个域. 
■^-求证，如果一个锫环只有有限杀个理想，则它是一个域， 

59. 设万力一整环.求证，如果斤的任一由埋想组成的 作令 供含按包 
含关系郞有一个极小元， 则及为 一域. 

60. (-华罗庚）设为一环及的两个单位，而昆 0 & — 1乜是单位，隶 
证 a ~ b ~ l 和 （a — V 1 )-* — Hi 是申-位，而 H _ 满足下列 fei 等式 

((a — -a^^aba — a, 

(此题如在第一章已经怍过，則可亢接应川十 \< l M ) 

(伽当〜布劳厄尔-华 ( Cartan-Brauer Hua )) 设沐，^7为它的 
中心即^7 = {怎6刀|；^ = ;^对所有 yeri ?}, 又设7?々刃的一个了-体，证明， 
如果及对乃的所有推零元成立，则 R = rj 截者 Iic _ C . 

S 2. 令及表示区间 [0, 1]!： 实值连续函数全体.按函数的加■和乘法， 
及成一坏. i 正明 

( i ) 对每个实数 映射 是/?到实数 

域 R 的一个环同态. 

( ii ) 丑到 R 的任一个环问态必是某一个％. 

63. 设尸为一个无限域，在多项式环… ，心] 中任给两个多项式 

/(尤 | ，+ *‘，^)和茗（1*， .. 4 JiftfJi 〆 工 L ,. " 0. 证 W ， 如果使茗 G ], 

•■- ! C ，> 妥0的所有点 ( n ，. . * , c „) 而有 /( c Lf ' .*,〜）= {)，则 / u ，■- ，〜）二 

0. 

64. 设 f 为？个元泰的有限域（注意 f 的每个作零元素 a 有^"- ] = 1), 
在多项式坏及=尸1>"-**，；1：„]中，多 项式心 （々，， .■ ，、）= (1 一 a ：，— 1 ) 
(1 — ； ^卜 1 ).^(：1一；^ 1 - 1 )共孖如下的性质 ： 






当 （a]，. “，<0 = (0, …， 0)， 

(0 心 （⑴’…二讣， 当 （ a ] ，...， 〜 ）/(0，."，0)* 

65* 方假 设如 J 题別.若多项式 /( h ，_ R 右性® 

产 当 （a】 ， .*. ，〜）=(0,…，0)， 

/<〜’ … ’〜）= ( 朴:零元 ， q( a ，…，^)关（ 0 ，…， 0 ). 

则贫 U" …，龙 J 1 —/d，. ‘ . ，方如 &(>_，.. .，：F n ) 具有性质 （1) .由 
此进一步 W 明， . ■ . Ju) 的次数 >”（？一1)* 

66, (阿尔让-薛弗 UKArtin C kvai iy )) 设 F ,方如 J 题64•设"中多项 
式的次数 rO , ft 为来定元: r . 的个数，而且假定/(0, __■，()） 
-0* 证明 + 餘 （0, …外还有另一个零点，即存在一个 <〜， 
•* + ，1)兰（0, . ■ .，0)使得/(1， ■■■ , o N ) = 0, 

67. 设 i ? 为交换环. 开 [[ d] 丧示 T 列无限序列的集合 

…） ， a ‘ 6足 

在丑 [1>]]内定义加法和乘法 

( di ) + (W = ( a . + &,)， 


其中 


c‘ = 2 a ‘-A，f = 0山2广*、 

ymg 

则及 CO ]] 成一坏.叫做 i ? 上一个未定元的形式幂级数坏，令 r = 

M 

1 T 0,0, …）. （ A ) 可写成证明， （ i )/ 是及 [ OJ ] 的单位当且仅 

» M 卩 

当 A 是丑的单位 f (幻虮 J >]] 为整坏当且仅当及 为墼环 ,（出） 设及为 整环， 
及[[*]：]的商域记成尸{足},其中 F 为及的商域，尸仏}的元素贫可写成 
g -=^ T ( tt fr + a ^ + o £ J ： a 4 - .. *) F t a o ^0 , v ^ Z . 

6 fi . 证明，如果在交换环 22 中每个非单位 a 与 1 的和 1 + a 为单位，则 i 2 
的全部非单位构成及的一个极大理想，而且尨丑的唯一极人理想，这种环是 
W 存在？ 

69 .证明，如果在整坏及中毎个非单位除外）与1的和 1 + fl 仍为非 
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単位，于是 （ i ) 丑的全郃 申位 加上 0 构成没 的一个 域， id 怍 F,(ii) 刀中 F 
以卟的元素都屉 f 上的 

70. 证明，苦 f 为一 x 限域，则不存决佧芩多项式 fMerc ^ j 便得 )• 
八^0=/0 + 7)，其中^ fKF 上代数无关. 

71- 设 f 为一域 ，见 n ( f T ) AF 上全矩阵环，证明， i ^( F ) 的每个左理想 
都适 i 现 S . 

n 设 g 为一个眄 m 尔群 w / 与 | 为 g 的自问态. afn 定义与 I 的积 
TJ.S 为 

显然 G 的自同态全体 End ( G ) 形成一个乘法幺半群、由丁 的运 算交换，我 
们还可以定义 t ? 与 t 的和？? +左为 

("+ O(o) ^ ??(«) +^(o) ,t»GG P 

验证 0 + f 是 G 的一个自同态 • 显然 End ( G ) 构成一个环，有单位元素， 
叫做交换群 G 的自同态环. 

试决定下列阿贝尔群的自间态环， 

<1)整数加法群 Z + . 

( 2 ) 抑蚧循环群 

(3) 有理数加法群 Q + . 

( 4 〕 扩 阶的初等扩群&，》，.”#>■ 




第四章整环的整除性 


这一章我们着手迪立整环 h 的整除性理论.问顾一下，我们 
已经在整数环上和域上-多项貳环上建立了整除的理论.这两 
个环 m 午多共同之处， 它扪都 打除法1?次，最大公因子的槪念，最 
后得到唯一因子分解定理.前一节还 证明 了它们都是主理想整 
环，能够保抟这两种环 的共问 特征而又更一般一些的环有欧几里 
得整环和主理想整环.下面先 来讨沦 主理想整环，为此首先明确 
整环上的整除概念. 

§ 1 主理想整环 

设及为一整环.对任意元素如果存在一个元素 cei ? 
使得 a- 心，则&叫做 a 的因子 ， a 叫做^的倍数，6叫做整除… 
记作 Hi 整除其有反身性和传 递性： 且 
还有性质； e|(i 且 呤 : vb ) , n , l | a | o 对所有 

成立. 

1 的所有因子构成的集合 L R , “ 11} 恰好就是允的黾 

位全体构成的乘法肸. ~ V】a — { ua \ uC ：( } t 

如果同时 b \ a , l ] iU ^ 叫殿枸伴，相作显然具有对称性， 
和整除…样有反身性和 々递性 .Hjflji 足 - 个等价关系相伴记 
作 a 〜 b . 若 a 〜 bjj f ) wa， 同时 a = i?6, 因而 a 二 wwa， 除去 a 0 
外，汉!；二1，因而 w Jd 反之，’若 a 二 vb ， 则 A — J 

相伴 _ 囚此与 a 相伴的元素仝体为 t/a. 最后相伴还有乘法同余 
类系， B[J 若 a 〜 b，c 〜 d， 则 ac 〜 bd , 

若但 a ] b f 则6叫做 a 的真因子，个非芩允 a 冇两类 
平凡因子即 U 和 64. 



ifie 坑啦愁环的 r 险性 

w _,_ _ - H - - - * -- -----^ 

设元素 a 不足啥位，不是零.若从 a ' & 恒推出 b 〜 a 散 
6〜1，则 a 叫做一个不可约允.一个不可约元^除两类因子 V 和 
厂仃外无其它因子.设元素 o 不是0不是单位.若从 M 〜恒推 
出或 a ! c ， 则叫做一个素元. 

整数坏 Z 的单位群为{±1}，素数是不可约元，也是素元.域 
上一元多项式环尸|>]的单位群是尸一 {0}, 不可约多项式 
就是不可约元，同时也是素元. 

若 c |a 且 c | 〜则 c 叫做的一个公因子 4 a ， & 的一个公因 
子3叫做的一个最大公因子，如果 c|a 且则 c | rf . 任意 
o , 6 的最大公因子不一定存在，如果 a , &的最大公因子存在，则^ 
^ 的任意两个最大公因子心 〆 2 稂据定义它们互相整除，因而相伴 
rfi 〜 

引理1设丑为一个整坏，为及的任意元素，于羌 

i > a |6^^(&) C ( c *), 因而 a 〜 &^>( a ) = ( b ) ■ 而且若 
但則 （6) C ( a ) 但 < b ) 乒 （ a ); 反之也对. 

ii ) a 为素无右#(>)为非零紊理想.因此，若 （ a ) 为非零极 
大理想，則 a 为素元. 

ni > 素元是不可约元.因此，若 U ) 为非零素理怒，則 a 为不 
可约元. 

证明 i ) 若则 & G ( a )， 从而 （6) CU ). 反之，若 （&) C ( a ) 
则从而 ac -^ b i a \ b t 从此直接导出 a 〜= (&) , 
然后得到最后一个结果. 

H ) 根据素理想和素元的定义即得第一个结果.若 U ) 为非 
芩极大理想，根据第三章§ 4,定理7和8的推论知 （ a ) 为非審素理 
想，因而 a 为素元. 

1⑴设《为素元.反证法.假若 a 可以分解成两个真因子&， 
c 的积 a 二 be , 从而 a \ bc t 由于 a 为素元，于兹 a 卜或 ajc ， 即 
o ' 6或 a 〜〜这与是 a 的真因子矛盾 . | 
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下而将要看到在一砭整环中不可约元不一定是‘元，素理想 
不-定是极大埤想，但是在 i 理想整环中则冇 
引理2 设 方为一个主理 想整坏 . 则有 

i ) 若 a 为不可约元，则（…为极大理愁， 

ii ) 不可约元为素元. ' 

ni > 每个非零素理想都是极大理想+ 

证明 i ) 设 a 为不可约元.设 W 为 i ? 的任一个理想使得 
( a )< ZN 但由于丑是上现恕整环 ， A = U ). 从 （ ei)CN 
有但是，因而 £»+£*, ；>是 a 的一个真因子.由于 a 
不叮约，得&〜1，即 N -^( b ) = B , 所以 （ a ) 为 i ? 的极大理想， 

ii ) 设 a 为不可约元.为极大理想，从而 U ) 也是素 
理想，根据引理为素元. 

iii ) 设 W 为 忍的任 一非零素理想+由于及是主理想 整环， 

.稂据引理1，《为不可约元.从而 （ a ) 为极大理想.管 
引理3设 J ? 为一个主理想整坏 # 对于 a b ^ Ji ， 若 （ a ) + 
= 则 d ^ a , b 的一个最大公因于，而且 d 可表成 
d = ua - vh y u ^ B t 

证明由 （ a ) C ：( eO ,(6) C ：( rf ) 得糾为的公因 
子，设 cla ， cl 6, 于是 （ a ) c ：( c )，(6) C ( c ), 从而 （ a )+(&) = ( rf ) 
C ( c )， 子是 c | 之所以 d 为 aj 的一个最大公因子. _ 

多个元素 h ，… t a r 的最大公因子可以归纳地定义.子是 
直接得到下列 

推论设丑为一个主理想整坏*对于川，，.*，〜£丑，若 
( + )+" - +(aj = ( c 0, 則 d 为“、，…， a T 的一个最大公因于而 
JLd 可表成 

rf -_- WiA + . . * 十 1, •. * ，/\ 

如果环 J ? 的理想序列 AW 2 ,.. ■满足条件 
A ' CA 「 i+1 …， 








则 {」、} 叫做…个理想丹链， 

如见锫环則力咒桌❻列〜，〜…，满 hi 条作 

| «【，;+■= 1，2,…， 

则 {〜} 叫做一个因子降链. 

对主埋想整坏及来说，及的任一个视想升链 {(0} 可以的换 
成一个 W：^ 奉链 {« 丄反之岜对. 

引理4 i ) 主搜赵墊 环丑的 任一理想升链 {(〜）} 恒有限. 
郎存在一个正整数州使得 （ a m ) ^=( a m+ ^) ( a m+2 ) = . * •• 

ii ) 对主理想整环开的任一因子降链彳 A } ，恆存在一个正整 

数 m 便得 a m 〜 a m+1 〜'- * 

证明裉据引理 M ) 和 ii ) 等价，现证明 i ). 令 iV = y ( i )* 
首先证明#是一个理想.对于 aH 有 a ， b 分別属'于某个 
( a f ) 和 （ aj . 不妨设 0，- p 是 （ a r ) C ( n ,) •从而 0 — 
&€(〜），因而 a - 6 e 」 V . 对千 drtl ae (〜） 得 ac €0 丄因 
而所以 W 是及的一个理想，因为及是主理想整环， 
根据 」 Y 的定义 〆 属于某个（〜），从而 NC (〜）.反 
之，显然（‘) CW , 所以 N «), 对住意大干 m 的整数 n ff 
(‘） C (^) d . 由 (> m ) = 友推出•琺后得龙— ■( 〜）= 

(°fn+l) ^ — 1 * *• | 

综上所述，主理想整环保留了整数环和域上一元多项式环的 
几乎一切整除性质.（除法算式除外）而且从主 视想 整坏的定义出 
发，导出这些性质显得极其简明而自然*闶此在主理想整环上进一 
步建立唯一因子分解定理是很 U 然的事淸*这将在第三节进行更 
广泛的讨论.现在提两个问题.其一是 除上述 两个例子外是否还冇 
其它的主理想整环？在^ 5节末从整 :毁环 Z 和毎个粜数 p 出发作 
出了无穷多个分式环 s _ rz ， 其中 s f = z -( p ), 它们郞足上作想 
整环.在下一节为我们提供了另一类 主现想 整环.第二个问题！ 
在主理想盤环屮如何育效地计算两个元素的最大公因子？在整数 
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环和城 h 多项式环中欧几里得除法就&一个 It 算最大公因子 
的嵙效算法，但它是 i £ i 在除法算式 I :面的.而对任意的 主理想 
整环来说，这种除法算式不存在.为了 强阑这•优点 ，我们将在下 
一节介绍一类特殊的丄珂想整坏 ，即欧 儿里得整环. 

最后让我们举一个非主理想整环的例？， 

例设21>]为整数环 Z 」： 一元 多项甙 坏 + 证明 Z |>] 是一 
个非主理想整环.证叨由2和 i ： 2 十 1生成的理想 （2， P + 1) 不是 
上理想，假若它是主理想.可设（2, 2 十 l > = ( g (; r >), —方面，由 
2 €(尽（忠）），控（足）|2.于是存在々（：0€2!>]使得2 =贫（欠）*(工）. 

山于 Z [>] 为整环， deggO ) = 0, degA (^)^0 J 因而 g ( x ) ^1 或2 
(不妨取紅<疋）><3).另一方面，由（2，工 2 + D — (^(*>),可知茗（怎> 
可表成 g < T ) = «< r ) O 2 + l )+2 u <： t 0, w ( a ：) , v ( x ) £ ZO ]. 用 
^-1 代入得贫 （1)=2 0(1) 十打 U 〕）， 从而2|牙 （lh 所 = 
2. 再由（2 ， P + l )=(2)， 有; F ^ + l 6(2 ) f 可 写成； r a + 

1 二 2 AOr )， AO ) eZO ], 矛盾， 

§ 2欧几里得整环 

定义1设及为一个整环，如果存在 if 的乘法半群 = 
及一 （0) 到自然系数 N 的一个函数 rf ($)， 使得对于任一对元素 a ， 
&€及，6尹0，存在一对元素2和?^满足 

a = qb + r f 

其中 r = 0 或 r #0, 而有 d ( r )< rf (£0, 则及叫做一个欧几里得整 

环. 

例 1 整数环 Z 是一个欧儿里得整环，如果对每个非零整数 
“规定 d ( a ) = j aj . 

例2域 F h —元多 项式环 f [>] 是一个欧儿里得整环，如 
果对毎个非零多项式 / O ) 规定 

^(/(^)) = 1 rdeg/(^)_ 
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定理〗 欧儿里得整环都是主理想整环. 

证明 ii ； n Xj - .个欧几里得整环为它的如定义中的函 
数，设 W 为及的 K 一 W 想.若 V 为零 ffl 想，则它4然是主理想 
iv ^( o ), 设况尹 （0). 在 w 中存作一个 jh _ 霉元素&使得 rf (6) 造 
最小的，即以岣对所有非霉 rGiV . 対于況的任意元尜 
存在一对元尜？， re 々使得 

a-qh -hr t 

其中 r = 0 或 r ^ O 而有 rf ( r )< d ( iO . 由于 Y 为理想 ， r = 
a - qbe ^\ 根 椐&的 吹法 J =0. 子是“ _叻 ， W 从而 

m a 然 （&) ca ' 所以 v = ( a ), ■ 

欧几里得整环实际上是具有除法算式的上翊想整环.正如整 
数环，在欧几里得整环中可以应用欧儿里裕除法来求两个元素的 
最大公因子.请注意 ，问 一个欧几里得整环 B " f 能有不同_函数 
d ( x ), (9 然是满足定义1中条件的函数） ^ 

下面将从另一个朱源来提供一类欧几里得整环和主理想整 
环， 

令 Q 衷示有理数域 W 表示一个整数，假定 m #( M ， 而且不 
含平方因子.在复数城 C 中由所冇 r I sVm ^ r . seQ , 俎成的 P 
集记作 Q ( V ^). 0( 〆 ^)对复数加、减、乘、除封闭，因而构成复 
数域的一个子域，它叫做冇理数域 Q t 的一个二次数域.这是在 
髙等代数课程中介绍过的 . 有理数域中有 * 个重要的子环即整数 
环 Z . ( K / i) 中也冇•个1要的子环，即代数整数环.如果 
Q ( y^)(fy / ko 上的 极小多项甙 ii 一个整系数多项式，则 

叫做一个代数整数 + 冇理数 a 的极小多项式为 A 因而有 
理数 a 为代数整数当 而且仅 a a 是有理整数.其次，设 a = s I 

i V^ . 则《的极小多项式为 X 2 — (a + a )x . a h f -- 
2 ax -h (s 2 --mt 2 )^ fMTfii a 为代数整数当而且仅 J 2 s^ - ml 
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都为整数.又令 W } s ^- mt ^ = ^( a ^ 

mf ' 1+ 由此 nj 知，《为代数整数当而_[1仅3〜^为整数而几/™ 
m & 2 E -0 (mod 4). 由此不难 liE 叨，当 = 2 3 (mod 4) 时， a ，& 为 
偶数即为整 数；， 7^^1 (mod 4) 时，同奇或同偶，反之显 
然，用&表示 0(1^；) 屮代 數整姣 仝缽. 

^ m h 2或 3 (mod 4) 时， R m ^ {a vbV ] a ,6 £ Z }. 

当 m = l(mod 4) 时， / C-{y (a + & VV ) ! a ，6 且 a 彳同 

奇或同偁). 

由简黾验算知，是0(/忑)的一个子环，叫做 CKl /^ T ) 的 
代数整数环.关于在什么倩况是主理想环，甚至是欧几里捍 
整环,迄今已知的结 果有： 

(«) 关子虚二次数域 CK〆^)， 其代数整数环为主理想整环 
的只有9种，即-1，一2, —3, -— 7 , —11，一19, -43, 一67, 
—1 S 3 ■其_ 5种还是欧几里得整环，而且函数 d(a) 取 a 的范数 
及 （cr)=^i， 它满足定义1中条件，即能给出除法算式，而后4种 
则不是欧几里得整环，即满足定义1的函数 rfU) 不存在. 

W 关子实二次数域 Q ( 〆 ^)， 其代数整数环的范数函数 
d ( a )= 1及（《)|满足定义中条件的只冇16种，即 m =2,3,5,6,7， 
11，13,17,19,21,29,33,37,41,37,73, 

至子实二次数域的代数整数环有多少为主理想整环，髙 
斯 ( Gauss ) 曾猜想有无限多个实二次域，它们的代数整数环为主 
理想整环.但至今未葩证实. 

例1证明卨斯整数坏及 — 2[/二了] 为欧儿里得整坏^ 

注意 一 1三3 ( mod 4). 取函数 dO) = A，0) .对于《，彡6 

友-! ，卢关 0 . 令 + K Q - 取整数《， r 使得 
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! / W [ 、+，I 卜■，令？二权 l/— 1， r { = (t--u ) 

+ (5 -小 > 7 - 1 • 于是 # = 2 + n 得 

a- qp V 

fil 由 1卜算 二 二（卜 

ur^(s-vy^Y l ~< 1 . m\fn d(r^)^ Xir^) - A (^)^ 

(0)< A (/3) dip )、 取 r = n 及，则算式满足定义 1 
中的条件. 

仿例1，可〖止当肌=— 2，2，3时 i ? m 为欧儿钽得整环，再 
举一个 R m , m = I ( mod 4) 的例了 

例2钲明为欧儿里得整环. 

注意一 3 三 1 (mod4) , i£^ a = 十 & /一 3 ) |rt,66Z,o, 

6同奇戒间偶 }. 取函数 = 对《，卢€及_ 3 ,夕关0.令 

曼 一 i 十 s ..-/^ J t t } seQ t 首先取一个整数 u 使得 I 2 s — v !< 

y . 然后取一个整数 w 使得丨 2 # —«1<1而且保持 w 与^同奇 

或 同偶. 令 +(W + P V — 3 ) 山 =Y ( 2 / —u + ( 2 s — v )' 

V ■- 3), 子是音 + h ，得 

a 二 ~ i ， r l fi i 

山于 3 ，从而 rjeif_ 3i 由计算 

午)、3 (宁4< ! . 

因而，令声，有 
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所以算式^ 一？ 卢 - r 满足定义1的条忭. 

仿例2，吋证当 m =— 11，一 7 , 5，13时为欧几里得整 

环. 

§ 3唯_因子分解整环 

定义2设及为一整坏.如果/?满足下列两条件，则五叫 
做一个唯一因子分解整环，也叫高斯整环， 

I ) 丑的每个非零非单位的元素 a 恒可写成冇限多个不可约 
元素的枳 

a = Plp2- -Pr. 

II ) 上述分解在相伴意义 r 是唯一的，即若元素 a 有两种分 
解 d = p iP2 ^ ■ J > r ^ q l q 2 - ■ -1，则 r 二 S 而且适当改换&的脚标可 
使 

1〜見，丨 1=1 1，2,…， /*• 

例整数环和域上一元多项式环都是唯一因子分解整环■将 
会立刻看到，土理想整环 也是喷 +闽子分解整环. 

如果对于整环丑的任一 S 子降链 

a i ， j w 二 1 ， 2, . • ， 

恒存在一个正整数 m 使得 


则说整环 i ? 满足因子链条件. 

引理1若整环』满足因子链奈件，則定义2中的条件 I ) 
在/?内成立. 

证明反证法+假设条件 I )在斤内不成立.用 j 表示刃中 
木满足条件 I )的非零非單位的元素构成的子集 t 则 S 非空.用 
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P 表示由 S 的…切非空子集作元#构成的集.设/为户上的一个 
选择函数 5 即/是一个映射尸― s 使得 J 封所有 4 ep , 
(参看第零章§ 7) 对于仟一元素 aes , 用 so ) 表/』;《在 况屮的 
全部真因 f 构成的子集.求证 3( a ) 对所行〃 es 都不是空集-因 
为不是不可约元，设为一个真分解，即都不是 
单位.若&和 c 都不属于沒，则和 c 都 " r 以 s 成有限多个不可 
约元 的乘积 ，那么 a ^ hc 也将写成存限多个不可约允的枳这 b 
矛盾.所以， & 或 c 厲干 S ， 从而6或于 5( a ). 所以 
占 U ) 不是空集.然后应用选择函数/构造出一个唯一的因子降链 
⑴ ^。，…，…，… a^ : \a n 

而且 

a n — 〆 a n+ " a = 0， l ，2，**.. 

令仏二各 ， a 0 =/( A ). 由于6(%)非空,令…二/(没（％)).由 
于假设已构造出 厶的一 个序列 a 0 ， 

" ,a Hf a l+l \a, iia 1+] ^a t =0 ? 1 ^ * • ，竹 一 1 . 由 T N(a n )CI 

$而且非空，取 ==/($( a a )) 于是 a n+I [ 〜迀〜 t ^ f 7 n . 裉据 
归纳法构造，于是构造出一个唯一的无限的因 f 降链 （]), 这与引 
理1的假设抵触.因而茂必须是 空集， 所以 i ? 满足定义2中的条 
件 I )」 

定理2设整环五满足条件 

i ) 因子链条件， 

ii ) 每个不可约无都是素元， 

則刀是一个唯一因子分鮮整坏. 

证明根据引理1，及的每个非零非单位的元柰 a 都可分解 
成 有限多 个不可 约元的乘积， 

a U 2“ Jr ， 

因而及满足定义 2 中的条件 I ).至于及满足定义2中的条忤 II )， 
即分解唯一性，其证明几乎是完全重复整数环 Z 的算术基本定理 



S 3 咿一囪户分解整坏 

中的唯一性的证明.在这里就不重复了，所以万适一个唯 一因子 
分解整环._ 

推论主理想整坏是唯一因子分解整坏. 

证明裉据§ 1，引理2和引埋4即得 . | 

我们知道，在整数坏和域上一允多项环中从最大公因子的存 
在可以推出不可约元为素元这一事实.这对于任一个最大公闽子 
存在的 整环也 是成立 的.为此需要 

弓 I 理2极设整坏五的饪一对无素都有最大公因子.用 
表示无素 a , 6的一个最大公因于，則有 c ( a , b )^( ca y eh) w 
证明当 c = 0或 （ a , b )= 0时结论显然成立，丙此不妨设 
c 乒 0，（ a ,&> 笋 0. 设 （ a ，&) 和 （ ca ， c &) 分别简记作和 < 一方 
面 cd \ ca , cd \ ch ? 所以 cd \ e f 于是 e 可表成 e = c “，求证《为 
单位.另一方面,于是 = 因0，可以 

消去 = 同理 6 = 囡而“ K 于是= 
心 《’，因 d 尹0，消去 d ， 1 m 为单位.所以 e 〜 | 

引理 3 设整坏方的每一对元素都有最大公因子，則 方的每 
个不可约无为素无， 

证明设: p 为任一不可约义， S 3 设令 j 为及， ^的一 
个最大公 因子. 若 d 〜 p ， 则 P \ a + 假设1，于是 & = M 为卟 
和的一个最大公因子（引理2 ) .由假设 p 为4和的一 
个公因子.从而总之， Wa 或 j )| L 所以 p 为一个素元 .■ 
定理 3 若整环忑满足下列两条件 
i ) 中因子琏条件 
和 


ii > 五中每一对元素都有最大公因于. 

則7?是一个唯一因子分解整环， 

证明由定理2和引理3叩得.奮 

设开为一个唯一 W f 分解整环，7: 是及的每个非零非黾位的 
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元素 G 可以写成有限多个不可约元的积.为了引进标准分解式. 
在每个不可约元的相伴类屮取定一个代衣，于是得到不可约元的 
和伴代表系 4 d 作每个不可约兄恰好与^中一个代表相伴，于 
是它可写成这个代表和一个单位的积.这样 J ? 的每个非零元素 a 
可以唯一地骂成 S 中元素的方幂和一个单位的乘积 

(2) a^u XZ Pi U f u^U t 

其中0而且除存限多个 r . 外几余企为0 , (2) 叫做 c * 的标准 
分解式.当然标准分解忒依赖子相伴代表系的选取.设 & Gi ?， 
&尹0，6的标准分解式为 

b=u / IT p 广 ， U 产 ety. 


不难证明下列实事， 

1) 因而 a 〜对所 
有乃 ed . 

2) «的因子分成相伴类，其类数 有限. 实陈上有 II (^ + 1) 

{ 

类.因此，因子降链条件在及中成立. 

3) 令6 = 111^1(1， Si )， 则 d ^ u tf IX 仏'*^6"，是々，&的最 

Pi& s 

大公因子. 

4) 令 mi ^ maxCr " 〜），则 m = vJT 及广是 a ， &的最小公倍 
数，其中 veu . 

由此可知，定理 2 和定理 s 的逆定理都成立. 

在下一节将要看到，唯一因子分解整环比主理想整环要广泛 
得多.后者作为前者的一个子类有如下的刻划， 

定理4 一个嗜一因于分解整环丑是主理想整环的充要条件 
是及满足下列条件之一， 
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«) 无素 a J G i? 的最大公因子位可表成的组合 i 
b) i ? 的每个不可约元生成的主扠想为极大理怒. 

钲明 

( 0 必要性屮§ 1引押3导出.下 i 止充分性，根据题设可知 
及中两个主 ffl 恕的和仍为一个主理想 0) + (6) 二 （tOJ 就足《彳 
的一个最大 公因子 .设I为及的任一非苓 H! 想.求证#为主理想. 
首先彺 W 内取定一个非零元 柰七. 若差集 A T (A) 非空，则在 A — 
内取定一个元素6』，令（~) + (\)=(〜）.于是（七） C(a,) 
若一 （a 2 〕 非空，则在1一（(^)内取定一个元素 
b z , 令 (〜> + ( 卜 Xa s )， 于是 （〜）C(a 3 ) 且（七） #(a 3 >. 如此 
继续下去，最多 u 步后 W —（心）为空集， K 中 u 不起过包含 （ ai ) 
的主理想的个数，这个数 S 等于 化的 相伴因子类的类数.这就证 
明了 J^(a n X 

O 必要性由§ 1引理2 导出. 下证充分性.设为犮 
的不相伴的不可约元 • 裉据题设 （a) 和 (6) 是极大理想而且 （ fl ) 矣 
(办)，于是 （a) 十 （6)=i?， 因而0),(&)互素.其次设 a，& 为开 
的任意两个非零元，为 a, &的一个最大公因于_ 

& = .则 h 的每个素因子和匕的每个素子不相伴，因而它们 
分别生成的主理想互素*根据第三章§ 2的引理，理想（％)与 
(\)互素，于是 

(a) + <£.) = (rf)(a 1 )+(rf)(^ 1 ),-(rf)[(« J ) + (^)] = (rf) < 

因此 a， 6 的最大公因子可表成的组合•这就证明了 i ? 满足 
条件 a ). 由 《) 的证明可知 i ? 为一个主理想整环， | 

下面举一个唯一因子分解定理在其中不成立的整环， 

例设 K:- 十&>/二^| a， 犮是 

Q[V^"] 的代数整数环.我们指出 i? 中存在不可约元，但非素 
元，首先决定及的黾位.-个单位，则存在 
一个 + 使得 a 卢二 1. 取范数得1 = N ( a ^) ^ 
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_ _ _ _ .. . _ _ _ - - — - - «**-■- — — * - — -- - 

N { a 、， 以 p ). 由子 YU)，A (卢）为汜整数-推出 A ，（《) ._ 1 ， 即 
a 2 十5 ^ 2 — 1 . 从而& = 0 ， a = 土 1 . 所以/? 仅有 的位上1 ■因 
此，"的元素 《， 办相伴的充要条件是 a - 士点， 6在/?中有两种 
分解 

6 =2.3 = ( 1 丁 V— 5 )( ] -V~ ： T) m 

证明2 ， 3和3上 / I 都是方 的不可约兄.设1 — / I 有分 
解 1 + V / : _ ^ = (a + fc V ~^)( c ^ rdY - 5 )■ 取范数得 S = 
U 2 卜 5 P )( c 3 + 5 rf 2 ). 从而推出 a 2 + 5 V = 2 , r 2 -h 5 rf 2 二 3 或 
Y + 5^- 1 ,cM 5 d ^~ 6 (还有两种情况与此付称），前者不可 
能，只能是 a 2 f 5 6 2 = i 或 W f 5 #= 1 ■ 从而推出 a + 

二± 1 或 c 十 d Y — 5 - ± ^ t 所以1十 V — 5是不可约元 ， H 
理可证 1—/ Id 和3都是不可约元.而且它们彼此不相 
伴.同时也说明6和 2( 1」 VI )的公因子只有土 2和±( 1 + 
但它们都不是最大公因子. 

说明上面例子告诉我们，整数坧 Z 的算术基本定理不能推 
广到二次数域的代数整数环上去.但是将关于元素的算米基本定 
理换写成关干理想的定理“整数环 Z 的任一非零非单位理想 （ n ) 
恒可唯一地写成一些素理想 Cp t ) 的方幂的乘积 <>) = <&)〜■■ • 
那么它就可以推广到上去.戴德金 （ Ded ^ cincI ) 根 
据序默 （ Kuimner ) 的理想数朴素思想提出了现代形式的理想槪 
念；并且成功地证明了关于代数整数环的算术基本定 理：“ 在数域 
的代数整数环中任一非零非单位理想 U 4 恒可唯一地写成一些素理 
想 P . 的方幂的乘积广”，就上面的例子来说，在 
中6有两种分解6 =2*3-( 1 + V^TK 1 - T 7 ^ 7 ^). 把它写 
成理想的形式有 ^一 

(6) — (2) # (3) = (1 + >^—5)*(1 - y ^ — 5 ) > 

就会发现理想（2)，（3>，（ 1 + V —5) 和 (1- /二了）并非极大理 
想，而瑋可以进一歩分解的+实际上，令 




i4 宓斯 m 坏的多项式 旷 也 丄为 


(6)= Fi ^,/ > 3 J P 4 . 

M 高斯整钚的多项式扩张 

在髙等代数里已经知道，唯一 因+分 解定理可以从整数环 z 
椎广到它上面的一允多项式环.这种推广带有普遍性，就是说，高 
斯整环上一元多项式坏仍然是商斯整坏 t 

设丑为一高斯整环，及[文]为丑上一元多项式环， = w + 
a A x-t * — + a n x n ^ 丑 O ]， 用， .. w ) 表示 G 0 ， a ” . " ， a , 
的一个最大公因子. （〜， …，〜）叫做 / U ) 的容度，记做 c (/) 
— > c (/) 在相伴意义下由 /* (^:)唯一决定 + 

如果 </) 〜 I ，则 /( x ) mj 做一个本原多项式，及 [>] 中的单位 
是零次本原多项式，及屮的一个不可约元或者是丑中…个不 
可约元或者是一个正次数多项式，如为肟者，则它是一个容度为 1 
的不可约多项式，也就是一个不可约的本原多项式 I 反之 f 一个不 
可约的本原多项式是及 [ z ] 的一个不可约元， 

引理1犮1>]中任一个非零多項式/<太）恒可写成一个常数 
和一个本原多项式/久方）的粗_而且 d 和厂（^)在相伴意义下 
由/<幻咁一决定. 

证明设 /(^ O^ao + ap f … + 令 d =^ c ( f )^{ a Q , a ly 
9 ' = - *, H - a t / x \ 于是 /( x ) = 

6 / 1 (^)，/ 〆 ^) 为本原多项式 •设= 为任一分解， 

e € 丑， / aO > 为本原，令 A (幻 = fc 0 + hjr +… + 由于 


P ： - (2A f - (3,1 - Vrj ) ， 

尸 3=(2，1— ■/二 (3, 卜 
不难 U . 叨部是的极大理想，而旦冇下列分解： 

(2) = P r P 3 ，（3 )--，/V 尸4，（ 1 ^ Y ^ T )^ Pr ^ 2 , ( 1 - 
y r ~^ )=p 3 . p 4 ， 

T 是 （ 6 )就得到妓后的分解 


ISO 細在辦吓的 整除性 

c ( f )^( da ^\ da /, da /) — d ( a / , … .O 
问梓4/)〜（以 (m Mp * *， eb n )〜 e(H - - - , h u ) 〜匕 fir 以 4 〜 (、今 
为牮位* i ' fi (^) - */ i (^) —/ 2 (^). I 

根据引理 l , 分解 f ( r ) 可以分別对常 P ^和木原多反 A il£fr 
分解. d 在 i ? 中的 分解，存在性和唯一饨已不成问题，一个正次数 
本原多项忒在及「，;中分解成冇 K 多个不町约元的积，这种存在 
性也没冇问题，问题在千分解的唯一性.为了证明唯一性，需要解 
决两个问®的木原多项式笫合对乘法封 W ，2) 设 F 为 
R 的商域，及 [ W 中一个 TI -: 次数不可约多项武是否在 P [>： I 中也不 
可约？（根据第三章§ 6定 SU 4 的推 论可知 及[ I ]可以嵌入 FM 
中，作为 fi >] 的一个子环） 

引理2 (高斯引理）本原多项式的枳仍为本原多项式， 
证明设 /( 疋） :=<3 0 切 #+… 本 a 和贫 <>)=；> 0 + 6# + 
^^ b n x n 为两 个本原 多项式，令 /( 忠） 7( 工 > =办（工）.反证法.假 
若 A (: T ) 非本原 ，则 将存在 i ? 的一个 不可约元；) 整除 C ( A ). 由于 
/ " U > 为木原，讨设〜 是％， 仏，*_ _中最前一个不被^整除的 . 同样， 
设匕是 中最前一个不被 p 整 除的. 考虑 hU ) 的$… 
项的系数 

c r + 产 a D & r+ * + * ■ ’ -^ a r - ib a . wl ~\- a T b t -h ctr + ih —， + * - * + a r + , Z » 0 , 

在上式中 a r 6 a —项不被；?韁除外，其余各项都被 p 整除，因而方不 
能整除这弓矛盾.所以为本原， ■ 

引理3 设尸为高斯瓮 / 不 A 的商域，根据第工章定球 
14的推论看作 fO ] 的一个于环，亍是 

1) 设/0)和€(幻为丑! >] 的任两个本原多项式，則 / O ) 和 
君（功在7?1>〕中相伴当而且仅当 f (，)， g ( x ) 在 PO ] 中相伴. 

2) 尸[疋]肀任一非零多项式 /G ) 伍可表成/(怎〕=— * 客(疋}, 

€ 

<?， eei £, 贫（幻为丑 [>] 本原多项式，而且在7?|>]中相伴意 XT 


^ 志 斯輳坏的多项 式扩号 k ____ 

} 由 /f J :) 唯一决定. 

证明 1) 荇 / U ) 和尽“）在屮和伴 • 则它们 ft 然/1-: 
FO ] 中相伴.反之，设 /( 幻 . gU ) 在 F [幻中相伴，即/( X )可写 
成 /( 欠） - a,be R . a ^ o , 0 ，: (:是心 / O ) 辽（: r ) ， 

根椐]1埋1，在充[^]屮冇 G 〜乂干是 a = u . b 、 u % R 的一个单 
位.因而即 f ( r ), g ( x)^E 中相伴， 

2) 设 / O ) ㊂ JM ， …+ x n ^： Flx ^, a it R ， 

令 e 表示心，.，*，\的一个最小公倍，干是 f ⑷ =丄. 

€ 

//^^，^(幻^則:^-稂据引理 Hb ) 可写成 = 疋 ）， d 

e 々，发 （均为本原多项式，子是/(幻设 fO ) 还可写 

6 

成 /0):-|^ U ), a ,6 ei ?，/ iU > 为一个允[文]的本原多项式.则 

ru ) 幻在 Ah ] 中相伴 . 根据 1) 它们在丑! >] 中也相伴 .■ 
推论 若一个正次数本原多项式 ^"( r ) 在 [>] 中不可約，即 
不能写成两个正次数多项式的供，則贫以>在中也不可约 t 
证明反证法假设 g (幻在叮幻中可约，设 〆 幻 
/ 2 0 >，/»e }’!>]， deg /.( jr )> 0. 相据引理3,2)上（幻可表成 

fX^)~- 1 ， 2 . 

其中 a ^ F . g ^ T )^ 斤为本厣，十是 

g ($)- ^ l a 2 g \(^) g 2(^). 

根据引理 2 , g ,( x ) g 2 ( x ) Xj 本原*根据引埤 _3， i )， 尽 (>) 和 g t ( x )* 
心（幻在及1>]中相伴 ， HU a . a ^ eR , 而且 degtU >>0, 这与 
尽 U ) 在/ £(>] 中不可约矛盾 ， | 

设及的任一非尖 7 C 素 a 分解成■名 （0：) , f { x ) ,g ( x ) 
e 丑 Drl 由于 i ? 为整坏，裉据次数性质有 0= deg / U ) 丨 deg 
g (无），从而 deg / XaOtcicg ^ UhOjO )， 〆 ^:) £及•由此可知 a 
在及[^]中进行分解实际上是在充中进行分解.而且况的不 hJ 约 
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元也昆 /?>] 的不可约另外，及 O ] 的任一本原多项式 / U ) 的 
任一因汊 M 然还是本原多项式. W 此.任一木原多项: rt 在丑内 
进行分解实 陈上 是在本原多项式集合中进行分解. 

定理5 高斯整环丑上的一尤多项式环仍为一高斯整环. 
证明 设 /( 幻为机幻的任一多项式 ， f ( T ) 尹 0而且非单 
位.裉据引理 = 为一本原多项式.根 

椐 I :面的说明，若非单位，则在允1>]中分解成不可约 7[ h . 
•…， a 之积， 若 g ( o 为一正次数多项式而 a 分解成 
gO )= AO ) ■茗 2 O )， degg 《（： r )>0, 由丁及 为整环， deg 茗（疋）= 
deg ^-^ jc ) 4 ^ cgg 2 { x) t dcg ^.(^)< deg ^(^). 因此对《（怎）的次 
数作归纳法可 ffi g(W 可分解成本原的不可约多项式 1 U ) ，， • • ， 
之积而 _tL dnU )>0, 于是 / U ) 最后分解成及[>]的不 
可约元的乘积 

/⑷^斤 ■ up ),. *? r O ). 

其次，证明分解的唯-•性.设 

* ， p m W ) q / ⑷… ㈤ • 

A 任一分斛， H 中》/为丑的不可约圮 4/(0 为丑卜]的正次数 
不可约本原多项式.裉据引理 2 , 和 11 «$) 都是本原 

I I 

多项式，根据3[理1，得 

II a 〜 o 》/， Hi ㈤ 〜11。（怎）， 

即 

和 

^ i / (^)?2 / <^)*' .?/(幻 二叫 * .穿,（工）. 

其中 u ， v 为涛氣 由子及为高斯整环，从前一式得 的脚 
标作适当改写讨使〜凡、丨--1,2, …人 将后一式放到 FM 
内去考虑，，为丑的 商域. 据引理3的推论，这些1(幻， 
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F [>] 内仍不4约.千是 ，二 s ， 适当改换 ？ /( 均的 脚标吋 
使 g / U ) 和 1( 幻在厂 [$] 内柑伴 • 极据引埤3,1)4/(^)和1(疋） 
在#! >] 内也相伴.这就证明 r 分解的唯一性.所以及 J > J 为一 
高斯整环 . I 

推论设及为一个高斯整环，则及上 （ n 个未定元的）多元多 
项 式环及 Oh - 也是高斯整环， 

一个域 F 上的一元多项式环 F \：^ 有无限多个亙不相伴的 
不可约多项式.但是一般不易判断-个给定的多项式是否足不可 
约的_ 如果/ 是一个商斯整环及的商域，那么我们根据本原多+ 
项式的理论，利用及的不可约元 nj 以明砚地作出的一类重 
要的不可约多项式. 

定理 6( 爱森斯组判别法） 设尸 为一高斯墊环及的商域 ， F 
[疋]为 F 上一元多项式环，设 /(; r ) = a 0 十 a〆 十 ■ * ■十 a n x n ^ 
及 [>] ，〜# 0,《>1,若及有一个不可 約元丨 满足 

1) 夕|1“二0，1，， " — 1 

2 ) 

則 / U ) 在，[>]内不可约，换句诘说 / O ) 在及[疋]内不能写成两 
个正次数多项式的枳. 

证明反证法.假设 

g ( x ) = b Q -\ b # +…+ b r x T 殳 R ， b T =^ Q ， r > Q t 
A (；0 = (Vf c ^ + ， " /? jCa ^(3,5>0 p 

由于及 为 整坏， rO , s < n . 由于 i >| a G 但多如。，心和 Co 恰有一 
个被 i> 整除.不妨设 pl^ p \ c ^ 又闵 pi 〜，所以，封 c 4 ,设〜是 
〜，’■•，〜中第一个不能被^整嘹的，则 d < j < s . 考虑 

〜 =^ C - ^ 6 j £ T ^, + …十 djC 0 

在上式右端6。~不被 p 整除，但其余各项都被/>整除，因而 
Ml . 可是题设矛盾 . | 

鸪足定理 6 中条件的多项式 叫做爱 B 斯坦 （ Eisenstein ) 多项 
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式. 

例1对子任一紊数？和整数 、 V — P 是 Z [. r] 中的爱森 
斯坦多项式，因而在 Q[^] 中不 "J 约. 

例2 在高斯 粘数环二 r ] 中令 a 二 1— 〆 二 y . 

范数 WU ) 二2，由此叶以证明？ T 是的一个不可约元，今 
/( X ) ，: x " + a 1 x ^^ 1 卞…•十 a n - ix~t 兀■让 ， . ■. ，取在主理 

想 U ) 内，则 /($) 就是上的不可约多项式. 

§ 5希尔伯特基定理 

在这一节简笮介绍诺特 ( E . Noether ) 环.它是一类相当广泛 
的环.而且把很多重耍类型的环都包括在内. 

定义3如果一个交换环及的铤个理想升链 

WjCiV 2 C … 


都有限，叩存在一个正整数 m 使得 

則称 i ? 满足理想升链条件.如杲一个交换坏及满足理想升链条 
件，刖 i? 叫做诺特环. 

主理想坏，特别是整数环和域上一元多项式环都是诺特环， 
二次数域 Q ( A ) 的代数整数环也是诺特环. 

如果一个交换环/?的由理想组成的任一个非空.集合 （按 包含 
关系是一个偏序集)都有极大元，則称及满足关于理想的极大条件 
或简称 A 满足极大条件. 

定理0 对于任一交换环 及来说 ，下列叙述等价， 

l ) 丑是一个诺持坏. 

H ) 丑满足理想的板大条件. 

m ) 丑的每个理怨是有 m 生成的. 

证明 




§ f ] 希尔伯特茁定 ^ IS ] 


D --> n ), g 证 法. 假设存 佗及 的现想构成的 一个非 空的集 
H 使從 S 按泣含关系没~极大元，令 P : 矣;的一切并:?；?子 
»构成的集 ， I r f ；,^ -仑巡择函姣.根据/付构造出$ 
的一个无限的严格递升的理想链 

⑴ A : 1 C A 7 a C … ， 」 V,#JVi +1 ，i = l ， 2, • "• 

皆先取 A'i--7(^). 表示 N 中真包含的一明现想构成 

的子集.由子 S 没有极大元， A 不是空集；而且 A 也没有极大 
元.闵为，若 A 是空巢.则将是 S 的一个极大元，这与关于尺 
的假设抵触；若 A 和一个极大元4，则 Z 将也是$的一个极大 
7L . (因为若 ACB 对虬一个方6$，将冇 N ： CZB , 从而 
根据 A 为 A 的极大元，推出 ii = Z， 2将是 S 的一个极大元）这 
又与 S 的假设抵触.然后取仏=/(&).子是乂〔1但 
重复上而的方法，从构造出于是递归地可以 
构造出一个无 m 的严格递升的埋想链 （1). 这^ I)柢触，所以 id 
成立. 

n ) 今 in ). 设 iV 为的仟一个理想，求证 Y 有限生成.设 s 
是由 w 的一切存限 f 集生成 的现想 所构成的集合.稂据题设 ， s 
有一个极太元.设』是它的一个极大元.子是而 Ii /1 冇限 
生成.求证 j = iV . 假若4则将存在一个元素 a 但 
a 臧作万 = j +( a ), AdBy A ^ B . 这为 W 的极大 
元抵触.所以 」V = /是有限生成的， M 而 III )成立. 

1【1)今 i). 设 

(2) ACAC ： …， Wd +1 ，i = l，2, …， 

为打的任一个理想升链，求证它有限，令友 = 由于 （2) 兑 

一个升链，易知；V 是一个理想、根据有限生成的.设 
及二-(〜，_*‘，〜）_裉据 A 的作法 ，每个 a . 滅千某一个 : v n ,(j:-l， 

*' ' )- 设 n 为〜，… *，w T 的最太者，十是€ A 7 „， 1, * ■- , 
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所以 I )成立* | 

裉据第 :1 章§§ 的结果，可以证明（留怍习题 ）， 

1) 诺特环的商环为诺特环. 

2) 若交换环尺冇一个职想 Y 使得商环及 /A 和汉都是诺特 
环，则及本身也是诺特环. 

有贴多个诺特环的 g 和为诺特环. 

4) 诺特环(有单位元素）的分式环为诺特环， 
ffi 是诺特坏的子环不必是诺待环. 

定理7 (希尔伯特 （ Hilbert ) 基皮理）如果 丑是一 个访特 
环而且有单位元素，則允上的 一元多 项式环況 [>] 也是诺特环. 

证明设为丑1>]的仟一理想.求 K // 有限生成.先作及 
的一串理想 * 打中 所有 r 次多项式的酋项系数加上零组成的集合 
记作 Ir 是一个理想，因;对于，朽~>， 
^0,存在 r 次多项式 /( 方） — az r +…和贫（疋）二6/ + _- _属于 
"• 于是 / O ) — g (怎 ） = ( a —&)/+. ■■也谣于 H , a — 或 
G — 总之 ， a —b e / r . 对于任一 c e R f cf (^ r ) ~€ a^ r + * * - 
i /， ca _0 或 ca - G ， 总之 caei “ 其次，若/(尤） = aa ： r + … 6 
孖，则名 /( 龙） = + 因此，若 ad ” 则 aG / f+u 于 

是 { A } 枸成一个理想升链.因为允是迠特杯，存在一个非 负整数 
m 使得 


1 m 一 1 9R+1—J m+2 — •••• 

而且都是有限生成的.设 

’r = (a fJ ， -.- ， a rnif ) ， n ， i ， -*‘ ， w. 

于是在//中存在 r 次多项式 f ri U )， 其苜项系数为 a Tit i ^ l t *^ 7 
〜， r = 0， l ，，.-， w . 求 LiH {/ nU )} 是孖的一组生成元， 

我 [ n 来 i ! T ■:明//中仟一多项灾/(^：)"了表成厂 〆 ； r ) 的机合.苦 
/ U )=- g . 显然.设/(. 〆 )#{)•对 / U ) 的次数怍 ( M 纳法.假设若 
c ^ rcoo , 则 fU ) 叶发成的組合 • 设 





^ 1 伯特某企磓 18? 

- - - . - 一- - - * - - —«• 

… ， cr^-Q t 若 m , ffifj aC / f - ! m ,n »| 在 “ a ml ， … ， a mrim 
组合 • 设 《— 令 gU) Uhr T m f mit (t(^) e 

i = I I — 1 

丑且与 / U ) 有相 Rl 的酋项.令 = — gU >. 则 deg 

/ i ( 怎 ）0, 若 r < m ， 则 aG J r ， Q < r < m + 子是《可表成 a = f ] 

P= I 

rtt 

c ^；. 同样令尽 （：0 = [ Ci / r . u )， 则以幻 e // 且与 /( 均有相 

.•- 1 

间的首项.令… gU ). 则 deghUXr . 总之， 
/( 疋） +/ i (幻，/! (怎） 且 deg / iOXr , 根据归纳法 
假设，/“幻可以表成 / hU ) 的组合.因而 ficc ) 也可表成 f Ti ( x ) 
的组合.所以 Jni >) 是万 的一组生成元，即"是有限生成的. ■ 
推论1 设孖是一个有单位无素的诺#环.則方上有限多个 
未定元的多项式环也是诺特环， 

证明对 未定元的个数作归纳法即得 . | 

推论 2 设 i? 为一个有单位元素妁访特环，丑为 
丑上有限生成的交换环且与没有相 P] 的单位无素，于是 
‘•- ， w T ] 是一个诺特环，而且 v 入 … 'n . r 在五上的全部代数关系在 
多项式环 •.. ， '] 中是有限生成的， 

证明设丑[>1，*‘.，^] 为开上 r 个太定元的多项式环.裉 
据第三章§ 6定理15的推沧 ] ，存在万，^]到 Hlu , ■ ■. f 
« r ] 的同态 c 使得 c 限制在及上为但等映射 J 1 a {^ i ) = u iy i =^ l 1 
设 / = ke r ( CT ). 根据第三章§1定理1，丑 [ a ，...，：^] 中 
包含/的 理想与 及1>!，…， T ] 的理想在 a 下成一一对应： H 今 
a ( H ). 因为 i ?[ q ，...，； r r ] 为诺特环，丑是右限生成的，设//二 
(/』，"，，/,)•则 < 7 ( 丑 ）= ( a (/,)，.*. /( 厂 ）） & 是有限生成的， 
所以丑[〜，•__，〜]为诺特环，其次， a 的核/是元素〜 

在丑上的代数关系的总和 • /是及!>】，.■ ■，心 ] 的一个理想，当然 
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是心 m 生成的 ， I 

整数坏1:打限多个未定元的多项式环 Z[ a , ••■，&]和域/ 
上行限多个未定元的多项式环是两炎重要的诺特 
环.上述 站定迎 ，酋先是由希尔伯特就这两种情况证明的. 

说明 / l §3 末只足简中地介绍 f 如何将整数坏的算术基氺 
定即推广到代数盤数环 （A 者圮化 二次数域的代数整数环就够 
了），其小代数整数环保衍 r 整数环关于理想的几乎一切性质. 
(每个迚想为土邱想这一条除外）本节所作的从整数环和域上一元 
多项式环到诺特环的推广，则是最为广泛的一次推广.诺特坏只 
保衍整数环的一条性质即 m 想升链条件，那么我们进一步要问， 
整数环的算术基本定 w 如何推广到迠特环上？由于赘数环中非零 
素理想都是极大理想，不 m 非零素理想的方幂彼此互素，闶而不同 
素理想方幂的乘积4以 y 成它们的交的形式，因此整数环的算术 
基本定理又可表成，整数环 z 的每个非本非单位理想 J 可以唯 
一地写成冇限多个素理想方幂的交 z 二 p^n / j ?n *.. n ，而 

轺个则不能方成两个真包含户卜的邱想:力交保留素理想力 
幕的后一个性质，在诺特环中引进不可约砰想的概念，则上述定迎 
就叮 以推广到诺特坏. 

设 i? 为一个述恃环 + 4，乃为及的抨想*如果则 s 叫 
做 4 的 丙子. '^ A ( Z £\ iA ^ B f 则 S 叫做 _1 的…个真因子.如 
果理想 A 不能写成两个真因子的交， 则 4叫 做不可约的.否则叫 

做可约的. 

例1整数环 Z 中 （0) 和非零素理想方幂都是不可约 

的. 

例2在一元多项式环 及二 zo ] 中 P 「（ 2 ，； T 2 + ； r 十 1) 是及 
的一个极大理想. 闵而 /、是不可约的.伹是 P ^{ 2 \ 2 {^ + x \ 
1)， U 2 j I 十 I ) 2 ) 則是 1_ J 约的. ft | 为 

P 2 =(2,(x 2 -^ ^ + l) 2 )n(2 2 ,(a: 2 +J7 + 1)). 




§5 希尔伯特坫记 Hf 1的 


定理 a 诺特环 i ? 的每个理想都是有限 多个不 可约理想的 

交. 

证明反证法.假设存在一个理想，它不能写成冇限多个不 
衬约现想的交.则所有这 枠的 现想构成的集合 s 不是空集.祯据 
极大条件， s 有一个极大允，设4是 s 的一个极大元.因为 j 可 
约，4可¥成两个真因子乃， c 的交 d = 出丁"， c 是4 

的真因子 ， e , c 不属于以.因而它们都可％成有限多个不可约理 
理的交.设 i ?= i ?〗 rv .* nu 7 ，及， c , 为不可约 

理想. 于是』 二二 An ." n 尽 nqrv '. nc ,, 这与 」 e 
况抵触.所以 s 为空集.就是说，及的每个理想都是有限多个不 
可约理想的交 ， I 

定理8以后给我们留下的问题都不能在这甩讨沦了. 

上面已经提到，整数环上和域上冇限多个尜定元的多项式环 
是诺特坏的两种重要类型.作为一个例子，我们来决定 zo ] 的紊 
理想和极大瑚想. z [: T ] 简记作 

我们已经 知道， b 的一个！卩零 主理想 （/($)) 是素理想当而 n 
仅当/(幻足一个不 " J 约兄.其次证明，及的任一个卞理想都不足 
极大理想，它作为>1题（本章习题 9) 情读老 a 己证明之. 

jt ； 次，设 j 为/?的 >个尜想但非主理恕.甽_/#(0).在 
厂二/ — {0} 中所打次数敁饫的多项式中取一个酋项系数>0且为 
最小的多项式抑 u ), 作荖集 7—( 凡 u )). 根据假设，厶非 
空.于是在8中取一个次数最低的多项式 Pi (^) . 显然 deg pi ( x ) 
^deg Po ( j :)^ 由千 J 为素珂想， hU ) 是一个不可约元.因为， 
设抑 U )::/0)- gU ), / U ) 和貧（幻的首项系数>0，则 / U ) 
或 g (幻属于 A 不妨设/{^)6/ # flj /?。(>)的选取， deg /($)不 
小于 degj ^ U )， 它们 只能 相等.从而 f (4 的蚱项系数不小丁 
列（^:)的 t 项系数，它们也只能相等，由此推出二 1. 其次证 
明 deg p 0 (^)^ o . 假若 deg 列0)>0，则任何非零整数不属下 
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(於。0))，罗1(幻也不厲于（刊0)),于是 Po(^) 1 对所有 

非零整数纥设列 U ) 的首项系数为…取一个整数 ^>3印刊(功 
一 deg 列 o ), 让 凡（均对 VhU ) 作除法箅式，可 以一直除到余 
数 Kr) 的次数小于仍 （W 的次数为止.于是 

我们冇 5( jt ) , r (^) e R 而且 r ( ar )^0 ,dcg r 0 )<<leg 多 0 (怎).另 
一方面 ^ ri ^^ a ^ p ^ x ) q ( x ) p Q (^ c ) ei . 这与 PoO ) 的选取矛 
盾.所以 deg 抑(>)=-0,即〜（幻为一个紊数，九 U) 简记作 ；>. 

Ih 于 ZjpC/flZ i / nz 声 Z , 4 7 f\Z Tp . 又由于 i ? 〆 ;!：） 迄 
(: P )， 从而 h (均耷 Z ， deg 九 （： r )>0, 我 fn 进一步证明化（均还是 
mod (方)不可约的，假若凡 0)^/0) •貧 O )( mod ( p )) ，/<>>和 
gU ) 次数都低于乳（^)的次数. 7 1 是由 p i ( s ) GI 导出/(幻. 

从而 / U ) 或 gU ) 属于 /. 另一方而 hU ) 芒 （iJ)， 从 
而/|>>貧(幻耷（多>， /O) 和尽 U ) 都不厲于 (>)+ 因而 / O) 或 
貧 b) 属于 这与列0)的取法孑盾.由此同时证明了化(>)的 
旨项系数与 P 互素.最后证明/_(》，令況 =( p， 
PiU )> ，求证及为极大理想即够.极据第三章定理2有 


M / N ~ R /( p )/ N /( p ), 


极据第三章定理15,推论 2， i?/(iO = ( Z / Zp ) [无]， x ^ x - h ( p) u 
设 PiO )= a 0 ： F r + a 1 r r ， 1 + . - . + a r .在同态 E /( p )^( Z / Zp ) lx ^ 
下，方 iU ) f a^ r -^h - - +« r , 1 是在自然间 

态 Z — Z / Zp 下〜的 象*于是最后得 R / N ^ E /( p )/ N /( p )^ 
( Z / Zp ) [壬] /( h (疋）），其中 A 7 /( p )^(^ i (^>) * 稂据第三章定理 
21，上式右端为一域.因而及/况为 一域. 极据第二:章定理7,友 
为一个极大理想. iKNC I KI fR 得 N = I . 

反之 ，任给一个素数 p 和一个首项系数与1?互素的正次数整 


习 m mi 


系数多项式 /( 幻，若 / a )( mod (/>)) 不可约，则由 P 与 /( 幻生 
成的理想是 Z [^] 的一个极大砰想， 

综上所述， Zf >] 的素理想呵以分成三类， 

0零现想. 

ii ) 由不可约元生成的书理想. m 这一类素理想都不是极大 
理想. 

iH ) 任给一个素数 p 和一个 ti 项系数与少互素的正次数整 
系数多项式 f U ) 而且模 ( i >) 是不可约的，由 少和 /( 幻生成的理 
想这一类理想不仅是柰理想而且是极大理想. 

在笫 H 类的素理想中，的充要条件是 
而且 /(^)= c ^(^)( mod ( p )) , cGZ . 

习 應 

1. 设乃为一个主理想整环而且包含在一个整环及内.设证 
明，若是在 Z ) 中的最大公因子，也是&在及内的最大公因 

子. 


2 - 设刀 为一主 理想够 坏，关 0. 若0为素元，则 Z ?/( a ) 为一域. 
3. 设乃为一主珂想整坏^，为 Z ? 的商域.证明， P 内任一包含 D 的子 
环仍为主理想整环，（域看作主理想整坏 4 ) 而且 ZT 是 Z ? 关于某+乘性 
子集的分式环 . 反之， D 的任一分式坏是 F 的一个子环，因而仍是 M : 理想整 

坏. 


^设依是一个无平方因子的整数且 w 关0，1.令 F = Q ( Vm ) = { a-l 
& 是一个域，叫做有理数域 Q 上的二次域，丨中有一 

个子坏忍定义如下， 

当 2或3 ( mod 4) 时 ， B 二 {a + ^> 〆 ^^| Z } ， 

当 m 与 1 (modO 时 ，五 = {a +6 . 1 Z }. 

2 

证明 i ? ii T 的一个子坏 ， i ? 以后分别记 ZE 1 + v ^~ L 冗叫 
做穸 的代数 ft 数环， 
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5. 假设 Q ( 〆 ^)， 或 Z [ -^(1 + 〆 ^)]如习题4, Z iVml ^ 

Z L ^ O ^ Vm ) m \ di ¥ /? m , 单位乘纮群记％ 火二. i [ I : 明 

(i) 土 1, 七 〆 二 !"}• 

(iO = { 土 K 中 《= — ： M-V 二 3)，OJ 是一个本原 

- sL7k ^ im r 

(iii) -I m<Q jH. m 关 一 l ， 一 3 时， /C ; { ± 1}, 

6. 设 J / 为四 >6 数体.令乃= { fl P + U + a 2 J + n 3 Srlci 。，■ ■ ■,〜 成全为 
骼钕成命为分整数的一半}.证明， Z ? 是的一个子环，并确定 O 的雄位 

群， 

7 . 设"， D 如题 6. 证明， Z ? 的每个理想是一个主理想. 

8 - i 正明 ，域尸 上一元 形式幂 级数坏尸[1>]]是一个屯理想整坏 ，而 （i 
尸 [[ W ] 只有一个非零的毒砰想 Or )， 闪而它也是唯一的极大理想•试问 J ^ U 〕] 
的其它理想取什么形式？ 

9. 证明， ZO ] 的任一个主理想非极大. 

证明， z [ 〆 二 y ] 满足因>链条件.进一步怔明，习题&中的环 A 
都满足因子链条件. 

11. 设 P 为一域， Q + 丧示非负有理数全体. Q + 是一个加法幺半群. 
(也是乘法幺半群)用 Z ? 表示下列一元多项式的全体 

+ »1 ； 17 01 十 ‘ * * +fl B ； T J *， 

其中 e 尸而 Z 的次数1允许取0 + 的任赶饺 T 即允 I 午取 
任意非负有理数.这样两个多项式相等规定为同类单项式的系数…-相 等； 
它们相加规定为同类单项式的系数一一相加,它们相*规定为，先按分紀律 
展开，然后单项式相乘 

a i x ai * b i sc Pl — a i b i x fIi ^ ffi i 

最后按加法求和 • 证明， i ? 构成一个整环， HD 不满足因子链条件. 

1 S . 〖正叨 Z [^-(1 h〆 了 )*] 为欧几里得整环. 

13. 设"为 欧几电 ff } 盩环，证明，荇乃的 rf 函数满足 
(0 d{a^h)^d(a^dib) t 
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(ii) d(ci I ■ ma\[cZ(«) y d{b')1 t 

则 Z > 足一个域成过足域上一元多项式坏， 

H. 设 p 为一奇素数. 证明 ，在整数环 2 内 —l(mo 办）存觯的充 
要条什 (mod 4 ). 

]5. 设为习题5所定义的. 7?„«的元素 v 是一个不可约元的充耍条 
件是范数 AU ) 是 Z 的一个素数. 

16. 设为一素数.证明 

( i ) fVf = l ( mod 4), 則 p 在高斯整数坏 [: 〆 二 T ] 内可分解成两 
个共轭的小町约疋的乘积_由此证明，若 psKmocU )， 则 p 4 衷成两 个有理 
数的甲 方和. 

( iO 若 ps — l ( mod 4)， 则 j ? 也是及的不可约元 + 

(iiO 2 t £ B - : 内与一个不可约元的乎方扣伴，即 

2 = (1 + /二了）< 1 一 〆 二了）= — 〆 二了（丄十 〆 ^^)*， 

讳中1 是不岈 约元. 

1 7 . m 梠习题 ie 定出髙斯整数环 z [〗/^ r ] 的全部不可约元. 

18. 证叫 ，一 个正整数 m 可以去成两个铯数的平方和，其: fc 要条件是在 
M 的式中出现的 U + 3 形式的去数的帑指 数力問 玫， 

1&. 设为一个有1的交换环，尸为它的-个素理想 * 在多项式环 
/?[&，•• 1 W ] 屮，如采一个多项式心 ）（ 假设同类项都已合并)的系 
m 内屯成的理想与 p 互桌，则/(义，_•■,〜）叫做戈 t p 的本原多项式. 
诎明， M 个关 F P 的本原多项式的乘积仍是关于 P 的本原多项次， 

20. 设允 为一个唯一因子分解整坏，6是由及的一些不可约元生成的 
半 证明， 分式环仍为一个唯-因子分解整环， 

21. iii ： 叨 = + .+1 在 ZJ >] 内不可约，共中沪为惠 

数. 

22 . 判定下列多项式在商斯 盤数坏 二 i ] 上是否 可约？ 

(1) / U ) 二：>^ | + ：^- 1 +...+$ + 1，少为桌数. 

(2) /( i ) - j < + (8 H - i ) iF ! l +(3^40 it + 5, i ^ l / / — 1 „ 

23 . 设夕为 -- i 理想 整坏. 证明，荇 z > 不是域，则 do ] 不是屯理想整 

坏， 

24. 证明，主理想整坏的商环仍为主理想整环. 
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第四京整环的整除性 


25.在凡中证 叨： 

(1) e = l /^ + 3 是一个羾位 + 

(2) i ? 1 D 的任一个单位 w 吋写成 M = 土 〆 ， rGZ , 因此凡，的 黾位群 t ； 

等于一个2阶群< 一1>和一个无限循环群< £ >的直枳，叫做方■。的 
基本单位，（注意，若 + 是足。的单位，则土产；土 a ±6 l / n 也都 

是見。的单位 .） 

(3) 瓦。不是唯一因子分解_整坏， 

加-设 J ) 为一*数，5表不与 p 互尜的整数全体.则 S 为 Z 的一个乘 
性了，*.作 Z 对 S 的分忒环记作 Z ,. 证明 

(1) 决定 A 的单位群 C 7. 

(2) 证明 P - Z . W ^ Z , 的唯一极大理想. 

(3) Z , 的每个非零理想是尸的一个方幂， 

27. 设5为交换坏万的一个子坏而与 及有相 同的单位元素，证 
明，及的任一个素理想尸与忍的交 p ns 是忍的 一个素理想.问万的任 
一极人理想见与 s 的交 j / n 沒是不是 s 的极大理想？ 

28♦在几 ^ Z [ l / T ] 中，证明 
(1) £=1+1 / 了是一个单位. 

( 2 > 足的每个单位 w 可表成 M = 土 〆 , rez , 因而土 e * 1 是基本单位而 
且尽的单位群" =<— 1 〉 x < e >. 

29 .设 W 为一个无平方闪孓的整数而 H w 关 0,1. 在本章§2中 已经定 
义二次数域 Q ( 〆 石)的代敦盤数环 

B „^{ a - hdl / tn [ a t beZ }, 当衍，2或3 (mod 4 

( a - hbVm ) la f bGZ f a f b 间奇或同偶}，当 m = i ( mod 4). 

证明， 

(0 当或3 (mod 4) 时， Ji m = Z [ ymJ T Vm 的极小多项式= 

汰 1 — m _ 

( ii ) 当 ^ = i ( mod 4) Bt , ^ m ^ Z [ y ( l + i / S ) J , +(1+ 〆 ^)的极小 

多项式为 〆 一$ + |<1 —饥） + 

30* 承上题.设 P 为足„的一个 非零素理想. 证明 } 

U ) 交尸 nz 是 z 的一个非零素理想. 因而尸 nz = pz ) p 是含于 p 内 



的唯一的卓数. 

( ii ) 商环 F = BJF 是一个整坏而 R 包允= 作为子域， 

( iii ) F - F P [ a ],« 表示陪集 〆 S + P 或陪集 j (I + l / S ) + 尸抆照战 

^2或3 (mod O 或^=1 (mod 4 ) 而定，而丑 a 在 F P 上的极小多项式是 

^， m ( mo £ iP ) 的闶式或是 — 1 + +(1—饥 KtnodP ) 的因式按 b 述两种 

佾况而定.总之 p 是$个元 素或夕 个元素的有限整坏. 因而 f 是一个域. 

由此可知，丑„的任一非零素理想是极太理想. 

31. 承29题.设为一素数， J > 在凡^内生或的理想记作及 „： p ， i 正明， 

0) n vtP r \ z = zp ^ 而且商环 i ? = i / 兄 包含 Fp = z / Zp 作为子域. 

01) 忍 = 吟 |>]7 表示陪集 1/^ ： + 及 „^ 或陪集 +(1+1/5) 十及 1 4 按照 

m =2^3 (mod 4 ) 或 m^Kmod 4 ) 而定. 而且按 照这两种情况 A 的极小 

多现式是方 2 — m ( modZ /) 或 ？一 j + — wO ( modZjj ). 总之， i ? 是含 p 1 

个元*的有限环， 

( iii ) 设: c z — m ( modZp ) 可约.若 

ic 1 一 m 三 (j: — (»)( 疋 — 6)CmodZp) 9 

其中 a ，& ez 而且 0_&( modZp ). 则凡^ 的師想 

^\ =(多， 〆 成 一 a )， & 二 （ p ， l^m — 5) 

是素理想.而且 

R m ^^ P , r \ P t = P r P ^ 

( iv ) 设疋 1 一 m ( mod 2 j ?) 可约.若 

j； i — fn^(x — a) t (mo6Zp'),a^ Z, 

则丑„的理想一 a ) 是素理想.而且 

E m p^r\ 

这种佾况仅当 J > = 2 或 pi m 时才能出现. 

( v ) 若 f 一 m (识⑽ ZjO 不可约 ，则 是及 m 的素 理想. 

( vi ) 在佾况 ( iii )—( v )’ 中 用/一 t + j(l — m ) 替代 m , 结论仍然 
成立.此时 ( iv ) 仅当 jp | m 时才能出现. 
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釘四 G 整环的整跄性 


因此，叫敁地决定了 K m ftl ) —切素 PH 

32. 承 29 M . 证叨 

0) 设4为仔一七钞数.刖商环 足含# 个元素的有 m 坏， 
( ii ) 设3 为 的任一非零押恝， a n z 廷 z 的一个非零理想， 
令 4 nz -- z ^ 训向坏 人4的元素的仑数不超 Uf . 

0 ii > n m ^ -个婼特环. 

33, ㈣ ： 

(1>诺怜环的商环为诺恃坏. 

(2) 有 m 多个诺特环的为 m 特坏. 

(3) 诺特环的分式环为诺特环， 

(4) 举例说明，诺特环的子环不必是诺特坏. 

34 -—个唯'-因子分解 整环五 模它的一个非零素理得到的商环不必是 
哦:一因子分解整环. 

35 +唯一因子分解螌环的芗环不必是唯一因子分解整坏. 

36. 诺特坏 的齿零 锒#是幂零的，即存在一个正整数 r 使浔 = 

37 . 设及为一诺特环.证明，开上形式幂级数环及 [ J >]] 也是诺 特环， 
38* 设及为 环及的一个乘性子堪‘若丑是一个唯--因子分解整 

环，财分 式坏忍 及也是唯一因子分解整环《 





第五章模 


这一章 i 寸论一个钚 h 的模 * 模简单说来就是一个与环冇着密 
M 联系的交换群.初看起来，交换群、域上的线性空间以及环本身 
在结构上有许多差异， m 是它们都可以统--在模这个概念 K ， 洋细 
说明将在下面给出.先在这里指出它们一个共同点，就迠它 ffJ 都 
是交换辟,分別和整数环，域(域也是环)和它 D 身的钚相联系.我 
们首先来研究交换群的自冏态. 

§1交换群的自同态环 

设 I 为一个交换群，运算写成我们已经知道 M 的仝 
部自同构组成一个乘法群， M 的全部自同态， U 作 Endil /， 纟 U 成一 
个乘法幺半群.设 tLC EndJ /， 积 1 / 4 规定为 

( W ) ⑷：咐 ⑺）， or 

由千 见的运算交换，还可以对 EncO / 定义加法，和;?十 f 规定如 
下 

( n ^ C )(^) = n (^) +£(^), . 

首先耍验证的是7?十£是不是 f 的一个 H 同态.一方面由定义 
(»7 + £)<> + y > = rKr + y ) + SO + ; y > 

= r }(^) i ) + 1 (^) C ( y ). 

另一方面，由定义 

(?7 + C)(i) + (” K)(y)—:"<>) + S(>) -i /?(> ) I C(y). 

由于 I 的运算交换*所以 

(T? + 00 + y)=(f? + 0(>) + (?7 十 S)(Y 乂 
因而 < 是^的•个自间态. 

End 对加法构成一个加法交换群是明 S 的.零同态 0 O ) 



1饨 奶 iL 钽樓 ___ 

= 是 EnH / 的零无素 ， T 7 的负九素是一 1规定为 

( 打） 0) ，一 T?(T) t 

End # 对加法和乘法构成一个冇单位元素的环■财的恒等 
间构 X (幻=心是 End >/ 的萆位元素 • 最后只需验证分配律.设 
Tf } t,SeEn<XM t 

( 行 ⑷ ）+!(☆)) 
=(^7)( 方）十（玆）（怎） 

=(!7+1 £)(尤人 

所以 

Siv^O^iv + iC. 

另一个分配律，读者自己验证. Endw 叫做交换群的自罔志 
环， 

例1设见为一无限循环群 < a >. 运算加法.设 
令 T ?( a ) = 2 a , ; s £ Z . 则 = 因而7/由3的象唯一决 

定，7可记作 I ，反之，毎一个整數2决定#的一个自同态 I - 
对于有 

(Vz, 十仏 2 )(a) ^Tj si (a) -hrj E1 (a)^Zia^ z 2 a = (Zi-bz z )(a) 

~^ej + 3 a (^) + 

而且 

(Uh) ⑷" Aha = 

所以是 Z 到 Emiitf 的一个环同态，由上可知是满苘态.显 
然这个同态是单一的.所以 

EndM^Z 

例2设为一个 ft 阶加法循环群 < a > t 仿上可以建立 Z 
到 BndM n 的一个满同态 z ^ rj s 使得 a ) - za * 此时间态的核 
不是 （0) 而是 O ). 所以 

End3/„^2/(«.) t 


__ k 坏上的校 _ 

例3设 W 为一个幺环 + 万作为-个加法群>它的肖间态环 
记作 End ( Z ?，+ )* 对子毎个 aGi ?， 映射 : rHamd /?. 是加汰胙 
R 的一个 G 同态 4 il 作 A , A 叫做 i ? 的一个左乘. f 足 a i ( x ) = 
对 a f b^z H ,有 

( a!H Z > i )(^) — — Of^r + bx 

=^( a -\- b)s = (a +6)乂芯） • 

{ ar ^> i ){^)- ai { b { { w )) — a { bx ) = abx 

■^{ab) £ {x) r 

这样 End (五，十 ） 的一个子集 A = 构成一个子环，与 i ? 

成同态，而且若则 a l ( l )^ a^b = b l ( l ), 所以 a#b 卜 因而 
是 i ? 到 i ?, 的同构. 

对子每个 aeB , 定义加法群 i ? 的一个自间态心如下 ， 

o T {cc)^^a m 

a r 叫慠 i ? 的一个右乘.同样对子 aje 五有 

a r + 6 r = (a + 6) r , 

但是 (° r ，& r )(^) = ^ r (^ r (^)) = ar (^&) 

^ xha — (6c*) rfc 

令及 f = { fl r | a £ J ?} •五 r 是 End ( J ?, + ) 的一个子环 ，与丨 成反 
同构，"到五，的一个反同构. 

§ 2 环上的模 

设及为一个幺环，观为一个交换加法群.如在第二章中一 
个群作用在一个集合上一样，将环 H 作用在交换群财上，要求这 
种作用既反映环的运算也反映群的运箅.这样就形成了模的概 
念，详细地说 

定义1设五为一个幺环，1/为一个交 换群. 若 存在及 xJl / 
到浞的一个映射诚足下列条件 
1. a(^-hy)^ax -hay r a^R t ;r ， y€il/. 
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站五 G 褛__ 

2 - (a I h ) j ：- ax 4 bx ? a f b(z i ?, 厂 

3 (nJ>)x --- n(b^) ^ 

4 . 1 = jt m 

则对叫做坏厂上的一个 左镆及 叫败一个左模. 

闪记龙尜 t 则映财按照1，确定」 V 的 一个肖 同态 
这个 mrrdUd 作仏儿 O ) 二似，于是仏是 i ? 到 EticU / 的+ 
个映射.裉据2和3，这个映射是及到 Enditf 的一个同态，而 H , 
裉据4，将 i ? 的承位元素映射到 EndTI / 的单位元素，总之，一个 
左 i ?- 模 il / 就是将 i ? 的元素从左边作用子见引起五到 BndM 
的一个环间态，而且保持单位元素映到 m 等 Li 同构. 

同样，若存在一个 M 到 it / 的映射满足 

1’•（丈 r y)a = xa + ya f ad x t y £3/, 

2 f , ^{a '- b)^^a I - xb ^ a 7 b£B 
3' ^( ab ) ^--( xa ) b t 

4’. — 

则； t / 叫做环 i ? 上的一个右模. 

注意设」 V 足一个右 iJ -模. 设是一个与/?成反同构的 
坏.则尨可以如下看成一个左模，设是 i ? 到的一 
个反同构. 规定 在 I 上的作用如下 

a f a ; = xa w 

则似就是一个左及~棋.当及为一个交换环时，左 i ?- 模和右 
I 模一致 ■ 

例1设为一个域，为 F 上一个线性空间， 
及在加上的作用现在就是 F 的元素对7中向清作数乘.子是 P 
就是一个左，模. H 为 f 乘法交 换少同时此是 一个右丨模， 

例 2 设犮 =z 为整数坏 ， = 为一个交换群，运算为乘 
法 . 对 n€Z ，《 GG ， 规定 


na~a n . 
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则 c 就圮一个左 n 苦 g 的运筧为加法 z ^ o 上的作 ffl 
和 G 的 i : 算在形式 I 二没有区別，打 n > 0 ,lM n*a - na - a n …： 
«(^ 次）. 

例 3 设及为一个幺环.把及看作加法群，暂时记作丑 + , 
若规定丑对万+的作用如下^ 況 + ，规定 

aw = a :(; r ) ， 

则丑+是一个左況-模，若规定 i ? 对反 h 作用为 

= a r ( J ；) , 

则丑 + 是一个右 月模 . 

例4设7为域#上一个线性空间. 4为 P 的任意给定的 
线性变换.令 ^= F [ A ] 为，上一元多项式环 t A 为 F 上未定元. 
定义少 [ A ] 在「上的作用如下：对 / u ) tf [ A ], aer ， 

规定 


f ( A )^ a -^ f ( A )( a ) 

则 F 是一个左 模. 这个模的结构完全由给定的线性变换 
4决定 • / U ) 对向量《的作用详细写出就是：设 /( A ) = « c + 

h a A X \ a x ^ F f m f ( A )= a x A \ - ^ a n A n , E 

为单位变换， 

/(yl) *ci ^- /(^4){«) = « 0 0 +a lJ( 4(a)+ … + a n A Ji (a). 

S 3 关于模的一些基本概念和结果 

以 M 淡到模 ，丑模 都是指左五 ■■模 ，而关于右 及 -模的结果完 
全和左模的结果平行. 

设况为一个幺环为一个模，于是从定义推得. 

tf . o 二0， a ( - — a>Xy R , x^AJ r 

0*^-0, { -- a ) x -- - a - t t 

v T . / r \ p 

，: ‘， ( E a ； ) * 3 c ^= T"!n 

i=l _=丨 \ 丨=1 ' i = r 


子槙 w 的一个北叫做沿的1个子模，若 y 满足 

0 N 为 I 的 一个户 辟， 

ii ) 对 a £ 尺 ， y £ W 1 K 有 ay^N M 

{0} 和 I 本身显然部是 W 的子模，叫做 M 的平凡子模.就 
§ 2中的四个例子来看一下它们的子模. 

例1 F 中的线性子空间和子模的槪念一致. 7的每个线性 
子空间是一个子模.反之， F 的每个 f 模是一个线性子空间， 

例2 交换群 G 的每 个孓群 W 是 Z - 模 G 的一个子模，因 
为对 n^L ，x If ’nx = X 11 € H • 

例 3 环 i ? 的毎个左理想是模 i ? 的一个子槙.反之，模及 
的毎个子槙是环"的一个左珂想.若 i ? 是一个右及-模，则环 i ? 
的右理想和模丑的子模概念一致. 

例4 设 F , 是打4>模 F 的一 个沪模 ，则对 

酋先因为尸 d ，[ A ]， F ^ F 的一个线性子 
空间.特别取/(幻=七^- 是线 忭变换 A 的一个 

不变子空间 * 反之的每一个不变子空间显然是 F 的一个子槙. 

模 I 的任恋多个子模的交仍为一个 P 模，子模 …， N t 
的和是指下列元素的集合 

(^^ 十 -.* 十 n ，so ^ £ N i 5 %€ 忍， 

这个集合仍是见的一个子模，记作 + • ■ ■ + JV r . 特别，在见 
中取定『个元素 yi ， ， • *， y r . 令 | a t f 及} ，则况 是加 
的一个子槙，叫做由: y 〗，** •，: k t 生成的模.互可记作 # = 

+…+ 开… 

商模设 W 为模及的一个子槛.首先， A 7 作为 A / 的一 
个子群，是见的正规子群.作商群 i = 仍是一个交换群. 

在自然的方式下规定及对孟的运算，设《£丑，5€冱， 

为无的任一代表.规定 

aW = o(：r 十 #) = <50 ； + 及 . 
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这个定义与5的代表的取法无关.设^为5的任一代表>则 y -^ 
-■ Z ■ ay -- ax - a(y — x ) = az^z N t 因而 ay + N = ax + N r 

不难验 W 运算满足模的四个条件.于是冱成为一个 i?_ 模，叫做模 
I对子模 iV 的商楔， 

在上面例3中，设 W 为环及的一个左理想， 则商群 i?/W 是 
一个丑-模. 在例4中，设厂为 F 的一个4的不变子空间，则商 
空间是一个^[；1]-模，4在商楔7/>、巾引起一个线性变换. 

楔同态设 I 和办 /为两个及-模，若存在況到 Jtr 的一个映射 
n 满足 

1) V是一个群同态， 

2 ) 7j(a^) = arj(x) t d 

则 n 叫做況到^//的一个模同态或五-罔态，若是见到的一个 
一一对应，则^叫做一个棋同构， 

设及为及〜模I的一个子模.我们知道，映射 v: 1^1 +及是 
到商群及=也/昃的自然 冏态. 对模来说， v 还是模 M 到商楔 
见的一个模同态，因为 v(a. I)二: aj; : V = a ( s-h N )^- av ( x ), 
考虑 ]/ 到 itT 的一个模同态1 q 的同态象?？ （Jtf) 是览/的一个 
子模. 因为对 a G 只，文€见有叫（怎 ）Af ) # 其次，核 
Jcer(f?) 是见的一个子模， 因为对 AfkerO )， a & R ^ in { ax ) = 
叫 U ) = o*0 二0,所以 axeker ( v )^ 和群的同态基本定理平行有 
棋同态基本定理设》；为及-模 W 到及模的一个模同态. 

則 ker(W 和/?(见）分别是见和 il // 的子模.而且 t? 诱导出模同构 
fj ： M / N -^7]( M ), N ^ ktr ( tj ), 使得 

亏 O + N )= r ](^) , 3 ；^：M ^ 

这里只需验 i 正群同构6是一个槙间构 + 

和群的同态定理平行的有 

定理 I 是及-模沿到 及-模 3/，的一个满同态，則 J 7 诱导出 
及的包含 ken : ⑴的全部子馍纽成的集合$和 I ，的全部子模紐成的 
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臬 u W 之问的一个- 对应 "" ) ， " 6 S ，使得 

rr '( MH )) 二 H ， 

W " W ))_/", we_v 

定理2 设 n 为冗模 卫到五-模 J / y ) —个模同态，//为 W 的 
任一包含 A 7 - Lc 以 7) 的子糢.则?7诱导出模同构々:] / J 7 > n (^) / 
扒使得 

y(r I II ) 7}(r) 4 tj(H)^ ^rE：M t 

若碑扒 If ) 与 1// Y 咢同：则得 
M/IJ = (M/N^/(H/N) t 
定理 3 设 //， X 为 /?■， 模 3/ 的两个子模.则 
Hr N / N ^ IJ / HD ^^ 

而且映枭: r + iVH^r + C / mA 7 ) 是一个槿同构 ■ 

证明和群的相应定理一样，在这里只需验证定理中出现的群 
词构而且也是模同构. 

循环襆设 I 为一个及-模.若存在一个 r^M 使得 
丑; r ， 即见的元素 y 都"了表成 y = a ' « ei ? 5 则於叫做一个循 

环夂循， 

一个循环群 < a > 就是一个循环 Z - 模. 

一个幺 环及看 成一个 i ? 模，它也娃一个循坏 i ?- 槙，因为丑二 

E - l w 

阶理想 设 I 为一个及-模，由 r 生成的子模及 ar 本 
身就是一个循环 ■/?_ 槙.首先及和丑 r 作为加法群，有一个群同态 

C x - ay-^ax ^ E 9 

而且它还是模 i ? 到模的一个模同态，因为对 & e 及， 

^ iLx ( Or )) b(a - x ) { ba ) - x — C .^ ba ') ^ 
ker ( U 是开中一个左理想， ker ( D 二丨 ai = ta 因此 ， ker 
(“>叫做允素 r 的零化子或; t 在 i ? 屮的零 化子. 记成 ker (^) = 
ann ( r ). 于是 




f 3 关于模 的 一些基本概念和结果 
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成模同构 ■芯 aT ^( i ) = (0) ，则0 今 a = D . ann (^) 

也叫做^的阶理想+当及交换时, armU ) 是况的一个（双边)理想. 
我 fH 来定义 模力零 化子.设 J / 为一个 i ?_ 捞.规定 
ann(^i 对所有 $ € M} m 

显然 anW ) 足一个左即想 • 冋时它也是一个右理想.闲为，对 
干任意 aeannU /)，be ^ 因 ffii ( a £0 x 二 

a Iir i ( J /) 叫做 M 的零化子.显然有 

ann(3I) -- p| ann(.r) B 

J ： IT A|* 

除零模外，的単位元素 i 不属 T anT U^O. 

设 it / 为一个 i ?- 模， w #( o >， /为见的零化子，若元素 &， G 属 
子同一个剩佘类 a 十 J ，则 bnx 对所有 x eM . 因此 W 可以看 
作一个 i ?/7- 槙，若规定5二 an J 对 I 的作用如下： 

ax ^ ax ^ x G M ^ 

例1设 G 为一个交换群. KG ， C? 作为 Z 模、: r 的零化子 
aonO) 为 Z 的一个理想，令 annU) -- (幻，于是 
当 w =0时 ，〈疋 >兰2：，〈疋〉是一个无限循环辟_ 时，<疋>为一 

个托阶 M 坏群， /t 为$的阶，（於）为1的阶理想. 

例2设 F 为域 ，上一 个 n 维线性空间， v4 为一个线性变换. 
如阶， F 是一个 F[A]- 模. t 对一个固定的 a;， 
戈生戍 -个循环 P[j]- 子模 「「=，[»，annO) 是 P[；l] 的一个 
理想. ann(^r)-( w (A >), ⑺ U) 的首项系数取作 i ， m(A) 由 
唯一决定，叫做^的极小多项式.由 annU) 的定义可知 /U)r = 

0<^m(；l)ff(；l) .设 m { X )^ a ^ a ,>.+ …+ 口…!，― 1 + jr~. 

则向量心>^，**.，；1 1 ^在厂上线性相关，但是^，^^，.. +，；^-4则 
线性无关，不难#出 m 是向量组; r ， 乂 2 怎， ■ . * 的秩. 若欠和，则 
m > & ， m (』） 是一个正次数多项式，若，则如（乂）：=1 ，arm(0) 
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笫五耷模 


仿照§ 1，考虑一个 R - 糢 M 的全部及〜冋态构成的集合 
Endil, 其中不仅有乘法而且还可以定义加法，两个 i?- 自同态的 
和仍为一及-自 M 态， End^)/ 对加法和乘法构成一个有单位元素 
的环，叫做模 M 的自同态环. 

例 1 域 F 上的线性空间 P，P 是一个模. V 的每个 
自同态 D 是一个线性变换，反之也对.所以 P 的自同态环就是由 
全部线性变换组成的环. 

例 2 —个交换群 G 作为 Z - 槙的自同态环就是群 G 的自同 
态环 4 

例3设 F 为一个模 ，^ t K 的每个打乂] 

自间态7首先是一个自同态.因而是 F 作为 F 上线性空间的 
一个线性变换 • 其次;?（^)=和(方）对 ； 1^厂，即 t ^ = Ai 因而 n 
是与 A 乘法交换的线性变换.反之，与 A 交换的 F 的线性变换当然 
是一个 PM]- 自同态. 

例4设丑为一个幺环， if 看作左 i?- 槙， 设? 7为疫及的一个 
及 - 自同态 • 令于是对$€丑， ？?(>) =^0-1) =叫（1) 
= T b ” 所以山是用卜对 if 作右乘得到的右乘变换.反 
之，毎个右乘变换 £> t 是一个及 - 自同态.因为 b r ( ax ) = ( ax)b 
^ a ( xb ) = ab T { x ) t 所以及作为左开-模，它的自同态环等千及的 
右乘变换环 

§ 4 自由模 

设及为一个幺环，见为一个及_模，设办为I的任一非空子集. 
下列所有有限和 


〉: y Q x ^ It f 

其中只有有限多个心不为 0 ，在I中组成的子集显然构成 況的一 



鲁 4 自由槙 


2<3? 


个子模，它叫做由 S 生成的子模， X 叫做这子模的一组亡成元 .W 
本身恒有一绗生成元，例如就足，见的仟一冇限子 m 
&={&•_ •，心}称为$ - 线性无 关的， 如果从仟一线性关系 
a t x x + * * * + o T ar r ^-O s B f 

恒推出 «j = -'= ci r - O t M 的任一非空子集5叫做五-线性无关 
的，如果及的任一有限子集是 i ?- 线性无关的. itf 的一组生成元 S 
叫做况的一基，如杲 S 是力-线性无 关的. 设;？是的一基 . mM 
的毎个元素表成上面的有限和，其表法是唯一的，就是说，若有两 
个有限和相等 

则〜 = 6* ，封所有; res . 

若 I 有一组由有限多个元素组成的生成元，则财叫做冇限生 
成的 • 在这一章 m 我们只讨论有限生成的丑-模. 

定义2若丑校 M 有一基，则 Jit / 叫做一个自由；，模， 

一个模总是可以找到一组生成元，似不一定有基.例如有限 
交换群作为一个模，则不是自由模，下面利用7?的集合积作出 
自由模. 

令五 ⑻表示 林个 Ji 的集合积允 x J ? x … x 及，及 ( ，>中 
元素记作二（疋”々，， 〃，心 ），（^)等.规定 i ? …的 加法和 if 对 
的作用如下 

( 怎 1 ， J? 2 ， *.* ， it： n > + (y 1 ， y 2 ， *._ ， y n ) 

+ y " h + y 2, *， *，i + y „) 

〜(々，々，**■，〜） -=( ax i , a^ 2r - * , ad a 乞 It 、 

不难验 证方⑷ 是一个及-模 T 零元素 （0, O , ••■，<)) 记作 0，（ a ) 的负 
元为一 （ A ) = ( — ; rj . 令 

占 i = ( i ，0, • * ，，0)， 

(0,1, - * * ，0)， 
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於，_ (0,0,… ，1 ) ， 

则的元紊 （ A ) 可丧成 

h x 2 t 2 H -十 r n e n ， 

而且因为 Od - : o 推出文广- o ， i ， +， - ，〜是丑-线性无关 

的，所以~，■… s 匕是力⑷的一基.是一个 q 由及-模_ 若 n 
为一域，_ W 〜就是 n 维线性空 N t 

定理 4 设 A / 为一个自由丑-糢，^为它的一基. 
设 f 为住一个 i ?_ 模， A ，，.*，、 为 ikT 的任一个于臬，于是映射 
w , hr 植可唯一地扩充成71/到 AT 的一个 i ?- 阿态. 

证明作 J / 到 itr 的映射 

n n 

X ] a i u ^ agb ， 

#s=l i— 1 

这是 71 /到的一个模同态，因为，曾先象由原象唯一确定，即若 
则 Oi = 5 i? f = l , < * * ，'于 是 = “ 至于 

映射保 抟运算 ，由验算即得.显然这个映射由 A 的象唯一确定， ■ 
定 m 4是 ci 由模的一个特征的刻划.这里虽然限制在冇限生 
成的自由膜，其实定理4对任意自由模成立.以下两个命题也是 
如此. 

推论 设财为 一个以元素 ？/ i ，*■.,、为基的自由膜，则 il /3 
R <n \ 

证明 因为 《!，*■•， 、为 J / 的一基，映财 

为;1/到况 < h ) 的一个换同态，又因 e 〗，.*. ，％为丑⑻的一基，因而逆 
映射 

为丑 ⑻到 I 的一个模同态，所以乜兰丑 ( ">. 握 

设及为一个幺坏， A / 为一个及-模， S 为财的一组生成元，/为 
及的一个理想.所有有限和 
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U 由模 

a^ t f 十 ”. -j- a T x r ,cf,C- f , 

构成的集合 Ui 作 / S . 显然是 ；!/ 的一个子模 IS 与 Jlfffy 生 
成元集选取无关，设矿为 f 的任一生成元集， ^1^1 S = JS \ 
W 的紐个元 Y 可表成 

y^ b 1 3^ l + b 2 x 2 f — - 及， A 6 汉 . 


用/的元素 a 作用得 


ay = ab t j; l -i- ab 2 ^ 2 + • ” + ab t x” 

由子 J 是及的理想， = l ， . * ， ， s . 从而 ay dS ， 由此可 
知 1 S ， CIS * 同理 JUS ' 所以 

引理设财为一个自由的 if - 模， h ，，*.，‘为它的一基， J 为 
及 的一个理想.令况二/〜+ . ■. + J > t . 则商模；可看作 
i ? =及//-模，而且 MfN ^_ R 上的一个自由模， Xi^Xi +N (i = 
1，- 是它的一基. 

证明首先我们知道及=~财/及是一个及-模，而且至 p 
+ 况 ，i = l ，. …， r 是它的一组生成元.对于任一元素5 €见， 

无 可表成 ^ = + + a , 无，，根据丑对 M 的作用有 

x = a l x 1 + — + a r x r = 七巧十 —+ a T ^? r = 十， • - + a r x T ] 

由此可知无二0 当包 仅当 〜〜 + ■■■ I ■〜; r f € 友.由子 
是 M 的一基，根据及的定义可-知 — … + a T x r QN 当而且仅当 
所有 〜€/■ 由此可知， J 是应的零化子.因而盃可看作一个云 - 
模.在这种看法下 ，a = ai ： r 1 + ‘*. + H t a i =^ a i 彳-/*由」:可知， 
无= 0当而 ELp 当所冇1 = 0,所以王】，..•，无 r 为瓦的一基，应是 
一个 G 由的5-模. | 

定理5设及为一个交换幺环， I 为一个自由 fi -模 .則尨 
的任意、基有相同的基数. 

证明设和为孢的两基 • 由于丑有单 
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位元素而且交换，7?冇极大埋想.设/为丑的一个极人理想.稂 

据理前的说明 ，及 = /疋1 +- \ l 3 ： T - lyi h - i -/ y a , 令云二 

R / I . 根据引理，商模玉=1/〜是及上的肖由模 + 和 
?!，••■，？.是它的两基.由于/为极大理想，互为一个域，因而亙 
为域及上 的线性空间.它的维数等于任一基所含元素的个数 t 
所以冱的维数 = r = \ | 

设及又-个交换幺环.一个自由及-模见的基所含元素的个 
数是自由膜」】/的一个不变量，它叫做自由模 m 的秩，零模看作 a 
由模，它的秩为 0 , 

推论设丑为一个交换£环.若和 7? < n > 成糢同构，則 
m^=n m 

证明由定理5和定理4的推沦即得. 

环上的自由模是域上线性空间的一种推广 t 

例 1设 i ?= Z /(6). 丑⑺是一个秩为2的自由及-模， q - 
( U ) 和~ = ( H ) 是 及⑵的 一基.丑 ⑵ 中每个非零元素并不 
都是丑-线性无 关的. 例如 t = 3〜是刀-线性无关的，而 

y ^ 2 e , + 则在 i? 上是线性相关的，因乂^ i = 

例2设丑 = Z( 2> ， 〜=(1，0>，6 2 =(0，1)为见的一基， 

由 Q 和 h=3 h 在況中生成的子模 iV 是龙的一个真子模. 
而且况还是及上的自由模，々是友的一基，因而 J \ T 和及有相间 
的秩. 

例 3设及，观=丑 <2> 如例 l ? y ^= Ze ^ 2 «2在1中生成的子 
模 i\T 由元素 0，y , 2 > 组成，不再是自由丑〜模.因而自由模的 
子模不必是自由膜. 

以上例子说明，环上的自由模和域上的线性空间冇许多不同 
的性质. 

自由丑-模还有 - 个很好的性质 • 它是从定理4引伸出来的. 

定琿0设 F 为一个 J 由 丑-模为两个 住考 f 糢而 




篇 J 9 由模 


Sll 


irr - M — N 是任意一个满同态.于是， PUV 的任一个模同态6 
恒可提升为尸到 A / 的一个糢同志分使得 


如图 




M 




0 


其中横行0表示 D 足满射， 

证明设及为尸的一基，其中/为指标集.由 
于巧是满射，象集^?(1) = ^",因而每个炉（、）在7?下有原象.取 
定一个1；|£见使得 

， AGJ \ 

于是，根据定理4,存在一个唯一的模同态使得 

ip ( u A )^ x A yA & I , 

由验算， 

打■少(…）） = 1(心）=少（〜）， AG /, 

巧-诊和炉在尸的一基改上作用相等 ，因而 史. 

推论设 f 苋 +JV 是一个满的模 同态， 务 N 是 一个自 由模， 
则存在I的一个于模 L 便得 itf^ker// ㊉ 

证明在定理6中令尸沪=1 & 然后取诊，由7； 
的满性 ， lf = ker 7/ + i . 由村 = li V ，kei^nL = (0>. I 

裉据上面的讨论，给定一个交换幺坏 i? 和一个正整数I存在 
一个而且只有一个(在模同构意义下)秩为 n 的自由丑_模，秩不 
相同的自由 B- 模互相不能模同构，后面这句话对几类重要的非 
交换荪也是对的. 

最后来考虑交换环上自由模的自同态环.设丑为一个交换幺 
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第五奄模 ____ 

环，況为一个自 【 tl 及校.设 a 是见 的一个模肉同态，取定」)/的 
一基 I 的任‘个元素1町唯 - -表成 n 〜“ + •*• + 
U \, 丁*是 

⑴ a(x) - -r — - H - tjO^eJ 

--^crO]) H … + 〜 a(ej . 

a lh 基在 a 下的象唯一决定，将 ad ) 表成 

n 

(2) aOi) = H a ii e i ^i = l y ^ . ，《, 

J -K- 1 

这柞 M 的每个模 £ J 同态 a 确定了 if 上的一个 nxn 矩阵 4 = 
( a iy ). 由于 7? 是交换环，左 及模 也是一个右及-模. 

于是 （2) 可用矩阵的形尤丧出. 

<3) i e n ) = ( e 1 J -^ e n ) A t 

反之，任给一个矩阵』=(^)，1€及，出（1)和 （2) 定义 M 
到 fV > 的一个映射这个映射显然是 W 的一个模自 M 态.用 
Mni ^ 表示元素厲干及的 P ' n 矩阵的仝体.于是在 EndW 和 
I〆 /?)之间建立 f 一个一一对应的对应关系由 （4) 
确定，而 （3) 又是通过 A / 的基%表沄出来的.因此， d 叫 
做自同态^在基 • ■ • , ~下的矩阵. 

我们想通过 h 述一-+对戍来定义 3/ n ( i ?) 中的运谆，设 a ， T 为 
M 的任惫两个模在基下的 fe 阵分別为 A 和令 
a + r 和^在基~，"*, 6 „下的矩阵分別为0和2).于是把 C 和 
乃分别叫做 矩阵』 和召的和与积，记成 C = d ^ A - 

通过 （2) 式实际计笕发现，0的（^)位置的元紊等 T 1 Z ? 的同位 
置的元素的和，乃的 G ， j ) 位置的元素等于4的第『行和£的第 j 
列对应元素乘积的和，这就是高等代数中见到的矩阵的加法和乘 
法.这样，一一对应保持加法和乘法，自同态 EndJ / 的一 
切运算规律当然在 UiO 中也成立*于是 M s ( iO 构成一个环， 





备 5 棹的声和 


m 


ifull'j Endil / 成环同构.在 h 述冏构映射下 EndJ / 的单位 
和 itf n ( Z 0 的单位元尜即单位矩阵 A 1 相对 

及的模肖 M 构全体记作 Autitf ^ KCi ?) 的 奵逆矩 陴全体 Id 作 
GLJR ) ‘ 上述坏同构诱矛出 End 別的中位群 Autl / 和 it /“ A ) 
的咕位群 （//〜（(?） 的冋枸. 

在高等代数课程里介绍过的关于数域 kn xn 矩阵的行列式 
理论完全可以移植到交换环宄 h ^珩阵环 中来. 那里 

的行列式的基本性质在这甲 1都保持成立. f ] 一点需要指出的是 
关孓逆矩阵的问题， li 彳于环 E 中一个非零元素不必打逆， m h ( R ) 
的矩阵 d ，虽然它的行列忒 U 1不等于零， X 不必有逆 .容 易证 
明，4有逆的充要条件是4的行列式丨在及内是一个单位. 
也会出现这样的情形，虽然两个矩阵 j 与 B 的行列式都不等于零， 
它们的乘积的行列式讨能等干零， 

§ 5模的直和 

对一个模进行分解的时候，必然会遇到模妁直和这个概念. 
定义3设 A 〆 … — V , 为同-•个坏 R 上的模，首先作加法 
群 7 V / t ， •■-，；!/,的庄济 U / “； V / i ㊉…㊉ f r ， 然；5规定 i ? 对_1/的作用 
如下 t 

aO 丨， … ， r T ) =( 叫， … ,ax r ), 

对于（〜，...，心）及，则 W 成为一个及模 - W 叫做丑 - 

模的直和， J / 可简 记作治 尨“ 

P 

与群的直和一样，模的直和1 =会札包含 r 个了模 A ，它山 

1 . 

下列元素组成 

x \ = (0 ,… m " • ，(})，工 ; g 札， 

i 二1，〃 ■， r . 而且 itf : 和成模同构，同均由映射 A o (9 ， • • •. 
0,心，0, ■•- 给出， 



__ 铕五坌槙 

下列定迎刻划了换直和的紙 

定理7 设丄/和； V 为两个月-模，而且」好是 r 个月楔 
及的直和 4 如果存在」1/的子樓舅：剴的模同态也 
( i = l ， .…， r ), 則於厂 * ■ 可以嘴一地开把成後珂态 0 t V ， 

使得分 满足 ) — ^ i(^i ),i = l > - * - , T t 

证明如果诊存彺，则分 Oi ，• • • ，^)=必« + *• • +<> = 
〆 <) + *** +炉0;)=於 1(0+ …+ ), 因而设由 A 唯 
一决定.其次证明0存在，我们定义0如下 

妒 Ol ，* ■ .，： r ) + ■ ” + ‘（<)， Oi ，“. ，疋 r ) S 也. 

证明0是一个模同态， 

垆（0 ; ) + (3^))=^((〜+ 7‘））二妒1(<+0 + *" 

妒（（龙*)) + 0((1))= 01(0 + … +1^(0 + 於 1( 〆 ） 

十 * , . H- ij T {y f T ) 

由于 Y 是交换群，因而 0((^) KyJ ) = ^((^)) + ^(( y ,». 

(: r :)) = _(( A )) 是显 然的. 所以0是一个模同态.由少的定义 
可知妒 (0=^0: >，i = l ， …， r . ■ 

设为丑-模直和，它的子模见：如上.和群的直和 
一样，风'满& 

1) J/=J /； + ..*4 AT” 

2) Ml Pi ( 1 + 1 * * + = (0 )，i = l ， — ， r * 

而且有下面的 

定理 8 设 W 为一个及-糢且包含 r 个于模 满足 

i ) N = M 1 - h --+ M T 

ii ) n C^i -h ' * * r - M t ■：■ - ■ * + M t ) = (0),;:， l ，.*-， r * 

则存在糢同构使得 

1 

垆 （（ ， * • ■ f A )) :二; T ! + * . ■ + O ] ， . ， • ， J ? r ) 

如果及-榄 lY 的 r 个了模 ，•… ， M r 满足定砰 8 中条件 U ), 
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则叫做独立的.若 a 的，…是独立的， 
则从落式 or t + * , * + ‘二 0, r t g 二 1, * ■ *，r ，恒有 a；i= ■ * * — 
0. I 

如果义模 W 的 r 个子模 Mw ， M r 满足定理 8 中条件 i ) 和 
H), 则 W 叫做子樓的内 直和 . 仍记作 1 = 31 ©* •■㊉ il/ r , 
裉据定理8，直和与内直和在模同构意义下没冇区别. 

为了 _ F —章的应用，把几个简黾的结采集屮写成一个定理 

定理 0 

1) 若丑-模況是于樓的直和，而且每个 I /,又是 

子模札〗，‘.■，鬅 a 的直和，則 W 是子模 = …， 

…- ， r ) 的直和. 

2) 若丑-模是子模^\^的直和 .令 

+ ." + #*】，见；^汉, 1+1 十..* + 1”，...，7^:」1 4 卜 1+1 十"•十 

^ r* 則 il/ 是 M l7 M 2y * * * 的 直和. 

3) 若丑-模 il / 是子摸的直和，令 

血则商模 it //# 和 itf a+1 + ‘** + itf r 成糢同构._ 

习 理 


(以下恒假定 H 是幺环^ 

1 .设 w 是一个左 及-摸 a 是坏及到五的一个同态，而 a 17 将 s 的单位 
元索映到及的单位 元衾. 我们定义 s 在尨上的作用 如下， 对于 a e 厶 ， xe 
规定 




证明 , Jtf 是一个占 - 模 . 

2. 设血是一个左及-槙 ， B = {& eJJ |6 ir 二0对所有的 iGil /}. 证明 
是及的-个埋想 1 而且对于包含; " 中的 ii 的— 个兕忠 /，可以定义商 
环丑//在」1/上的 fi : 用如下他得#成为一个 R / I-^ t 




捜 

3 . 设： 1 / 扣 /!/_ 总两个 A : z - 楼:. i 止明， ff . 1 / 和 AT 丛加法群 ㈣ 沟的 ，咖 
W 和 V 也是 2： 模 Ml 构的， 釭褚 确地说，若"足 M 到 V 的一个加法群间 
构，則？？电迠-个 z - 槙间构. 

4. 设 Q 为有理数域，见和 iir 是两个左 Q 模+证明，冇^7:财是 
- - t ■如法群同构也是一个 Q - 槙 ㈣ 构.如果用实数域 R # 代 Q ， 问讫个 
命题 4 卉成立 T 

s . 设及是一个有限交换群而 a # 古 o . 问#是否能成为一个左 Q - 

6. 设为两个 ft 模 ，用 Horn 表示财到 iV 的 J ?- 间态的 

令峪.它刈问态的加法成一交换群 .若及 = Z , Hom z ( Jtf , W _ f 简记成 Horn 
{ M ， m , 证明, HoTT ^ Za / UDtZ / UhHon ^ Z / UXZ )^。， 

7 设见为一个 i ?_ 模. （1) 规定 i ? 对 Hon ^ (丑，茁）的作用如下 M/C 
RomsUijMy ^^ M , 规定 a ./ 为 

«/(r)=/(f«)^6i?* 

证明 Hom *(7 J ， M ) 是一个及-槙 •（2) 证明映射 M )^ Mtr }{ f } 

-/ O ) 证明 t ? 是一个及-同构. 

8* 设汾为一个左五-模，对毎个决定财的一个群同态匕使 
^ ( Jn ( x ) = Gx t ^e 令汉={<7」06^}. i 正明， v ? 在 I f 由 H 间态环 Horn 
(见，见）中的屮心化 T 是 M 的方-自同态环 Homs ( M ，1/) T 其中 A 的中心化 
户定义为 { cr 6 Ht > m (7 I /, 71/) 丨 a < j a — a a <x 对所有 Jt } ■ 

9. 定义如习题 I 问在什么条件下 〜属于 Hom s (^， Jl/h 

10. 如果一个非零及樓況除 {0} 和 J / 外无其它子模，則 见叫做 不可约 
的.不可约槙也叫钽镆.证明， i ?_ 模 M 是不可约的当而 Ji 仅当财是一个北 
霉循坏模，而[1甸个非枣元都是它的生成允， 

]】.幺坏 D 的一个左（心）理想 J 叫做极大的，若 J 垆开 而且不存在左 
使得/幸广军允.证明， 左及梭 及是不可约的当而 H 仅当存在丑 
的-个极大左理想/，使得 JW 和5-模及//成模同构* 

12. (舒尔 （ SclmrVjl 理）证明： 

( i ) 芯 R 模，则」 I 到 A / s 的模同态不是本间态便是槙 



( ii ) 一个不可约模的模自同态环 ErA R ( M)W Horn〆 Uf ) 是一个体, 
13-承上题，苦是一个体，问 I 是否必须是不吋约的？ 

H . 设 H 4—个交换卬， v 是#”的一个 R - £1同态.证明，苦 V 是满 
的，則7是单一的 ， UUn V 是 个及自问构. 反之^设?7是取一的， M 是 
否是滿的7 

15- 设 U 为两个左 i ?- 較.定义 E 在 HomUAAO 上的作用如下 t 
对于0^仏7 6110花（3/，^\，），规定 

(^ rr )< a ；) - a ( tr ( a ：>> ,jt ^ j ¥. 

证明， H 0 m (, l /， X ) 是—个 左五- 模.试问是不是 Hom ( M /) 
的了模 T 

]6. 在习题15中令 W 二於 m >， W = ⑴，而乱假定 五力交 换环.证明 
Horn (把 '五…）为一个 ft 山及梭 ，而 几秩=爪-^ 

17. 设= …，7为/^模见的子模+芯及―满足 

( i ) 3 /二■"十 AT f ， 

(ii) (3/j 士 * ” +Af_) HiV/j+t = ({))“ = 】 ， 2, ‘，、r — l. 

則 Af .，㊉ 

18 * 设及为一交换环，自由校 i 2 …的一基为 fiLt * *' ，《,.令八 . 

j ] 

u = i，*..je irj B ( jo , 证明 

CO /- …上 在 丑上线 性无关的充要条件是 A 的行列式 detvl 尹0， 
而且不是及的零因子. 

( ii ) 设4满足 （ i ) 中条件，子足龙， ... ,九在圮">内生成一个自山/校 A % 
/■，…，八是它的一 M , 作商模求证尨的零化子包^■主 PH 想 
( I 乂|), U |= dct 丄 R 1 fTij M 吋看成一个/?/(14)-模. 

19. 将 z / OOC - 作 Z - 模.问下列沒 是否叶 写成两个#零子梭的 mi t 

(i) Z/(y>4 为一素数 ， e >h 

(ii) z/(/0j= p 广…为不间的素数 A>i，i = i ， ... ， r. 

20. 证明，<?怍为 Z 模，它的任…有限生成的子模是循环模，由此证明， 
Q 不是一个自由 z - 模. 

21 -证叨，荇 M 是…个 Q 由犮万校， w 』，. ， .， w n 为它的一基，则 Hom ^ 
( M , E ) y \ eA ). M')k -个 自由右 五-模，它有一基/,，...，八便得 
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1，. 为克罗 】人】克 （KroTiecka) 符 

22. 设 F 为一个自由 P 榄， P_)0 F 的直和项 5 即 F 等干子模 P 和产的 
ri^lL 又设」订， JV 为两个作旮的五-校，V为 M 到 iV 的一个满同 S, 证明 
r hj rr- 一个吋提升为 p 货 m ■/的 - 个模问态 v* 1 ， 使得 m = 


D .设尸为…个 R 模，如果对于仟意/?模 M 和 V以及任意的满的 
桉 M 态V A/-> 任 一个槛 「TTj 志< r — - V 恒可提升为榄问态 尸 -> A/ 使得 7?. 

p 叫做投射万-楔■证明，投射万-模必是某个 r 1 {由及-校的直和项 • 
(#看24题） 

24 . 任一五-佼都足 S 个 R 由开-模的同态象， 

25 . 设 f ?: il /-> p 是一个及-模同态而且是满的.证叨，若 P 是一个投射 
校，则存在一个校同态瓜使得 = I 表示 P 的恒等⑷司构. 
此时也二; keirr 7® imyj . 

26. 设尸为一开槙，证叨，如朿对丁汀:一 i ? 模 M 以及任一满的校间志 

存在模同态使得 n - f^i P , 则 P 是一个投射模， 

27. 证明^两个投射及-模与 p 2 的 It 和仍为投 射模. 

28. 征明，任一投射 7?- 模的直和项仍为投射模. 

29. 举一个是投射梏但不是自由段的例子. 

30. 设1为一个有限生成及-模， iV 为一个子樓. 吐明 ，若 Y 是虹的 
一个直和项，则 A 「 t ! i 是有限生成的， 

31 - 设 I 是环方的…个左理想.证明，当丑作为一个左万梭时，子模 
灰是丨的一个直和项的充要条件是 A T 作为 i ? 的子环有右单位允扇. 



第六章主理想环上的有限生成模 

对于一种代数结构，分类常常是一个基本的问题，换句话说， 
就是要设法刻划出所有可 能的亙 不同构的类型.当然，在一般的 
情况下 ，分类问题不是很容易解决的.主理想环上的有限生成模 
的分炎可以彻底解决， M 时它又包括了不少重要的特例，如有限生 
成的交换群，又如有限维线性空间中一个线性变换的标准形等. 
因之，我们将给出这个问题的全部 W 论与最后的结果，然后再看它 
的两个重要的应用. 

在这一章，我们总是假定丑为一主理想整环，所讨论的模都 
是模而且是有限生成的.为方便起见，以下主理想整环恒简称 
为主理想环. 

§ 1主理想环上的自由横 

我们首先给出主理想环上有限维 D 由模的一些基本性质. 
定理 1 设五为一主理想坏，为一自由及-模，秩为于 
是的任一子模也是自由及-模，玫<«. 

注意，我们把零模看作一秩为0的自由模. 

证明 设# 为血的一个子模.如 果观是 一零模，则结论显 
然.下面我们对況的秩《作归纳法.假设钻论对秩小于《的自 
由模已经成立. 

令 q，一， 〜是 自由模 ii/ 的一组基.考虑 w 中一®元素 

a i E i + …+ a n e a 

的第一个系数 ⑷所成 的集合6，湿.然 A 是坏 i ? 的一个理想.因 
为 i? 是上浬想环，所以 


^ (/) • 




_ 钫六盘主理想环上的有限女 成換 

如采/ = 0,即 /,-{ 0 } ，这就是说 iV 包含在白由设 

3/ ； = i ? — j - * ■ ■ •■[- E^ n 

中，则由归纳法假设，结论成立.设于足在 W 中有一元素 

為 i = / e i 十 ••_* 

对于及中任一元素 

丨二 a lfil + … -H a n e nt 

我们有于是 

x — a [ k x ^ M l9 

令 wnw , 上面的 W 论表明 

N^Bh l H-N u 
显然，及 A 〗 p | i ^ = {0}. 因之， 

N 

由归纳法假设，是一自由模，秩 € n _ l . 

令 h 2 , “ .， h f 为 N 、 的一组基，，即得 

■ ZV " — H ^ i © 及 h ® * * ■ ㊉ i ? A r ， 

这就证明了，是及的一组基， W 是一自由模，秩=7* 
<朴， 山数学 归纳法原理，定理普遍成立， | 

推论主理柢环上有限生成模的子模也是有限生成的， 

证明设邶是 i 理想 环及上 一有限生成模是它 
的一组生成元.#是 itf 的一个子模，根据第五章定理4,作一秩 
为 m 的自由模 i ?〜>， 基为 e 』，...， ew ， 有一满同态 

”(⑷心十 • -. + a m R m ) 二(^心十…十 a K g mt 

令允 = fW )， [是丑的一个+模，由定理1也是一自由 
模.冇一组基△，■.•，/,,因为 q 是一满同态，所以 

\=^(/ l )， …， <=”(/ r ) 

是 - V 的一组生成元.这就证明广 V 是有限生成的 .■ 

应该指出，如果丑不是主理想环 ； 那么自由模的子校不一定是 



ti 主瑚想 

mf •>->- ■ ■ ■_ ■■ — ■ 一 - 产 — 1 I I - ^ -- ■ • * _ - * * -— —— 

a 山的.例如，开 Z /6 Z ， 及作为 模足-秩为1的 rf 山櫈 
-2 E 就不是 D 由模.因为2 i ? 由3个元*虮成，而非零 ft 山樓 
包含元素的个数不少于环丑元素的个数，所以9 $不是 ft 山模. 

定义1设 A / 足一丑-模. iU 中允素称为扭元紫，如果汀 
r^R 0使0 . 如果不存在/?中北零元素 r 使 ra - 0, 
m «称为自由的. 

«是“0由”的，等+说 a 是 7?- 线性无关的./〗-线性无关 UJL 
下简称线性无关. 

显然，当元素 M 是自由的，由 a 生成的了韻是一秩;0 
1的自由模. 

例〗交换群作为 Z -模， 扭元素就是有限阶元素. 

例2设 F 是域 A 上的线怍空间 . K 中每个非芩元素都是 
自由的， 

例3设 K 是域 P 上一《维线性空间，4是一线性变换. 
定夂可以看作一元多项式环幻上一个模. M 然， 
V 作;0 椋，每个 7 d 素都是杻元素.（为什么？） 

定义2 设 W 是一 I - 模.如果 W 屮鉍个元尜都是杻元尜，则 
^称为扭模：如果 M 中毎个作芩元素都是 A 由的，则 W 称为无 
扭模. 

定理2 主理 想环上 无扭的有限生成模一 定是自 由模. 

证明 设# 是主现想环上一无扭的有限生成模， 

〜是;1/的一组生成元. 

因为」1/无扭， 所以 每个非零元素 c 都线性无关.由此可知， 
只要血不是 j 模，在这组生成元〜，•■.，、中总可选出一个非 
空的极大线性无关组，普如说，就是 七， ■ ，•心 （/-_>◦, 这就是说， 
〜，*■*， 〜线 性无关，而 a if ^^ f a rj a i , r < j <^ m 都线性相关，即 
有关系 

Ui 十..‘十 + r < j < m , 
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其中 龙 

如果是零模，定诨自然成立.因之我们无妨假定见 不是零 

模. 

山 a u >^ , a T 的选择，我们知道 a u ^^ a T 生成一自由的子 
模 A 7 , 且 «!,-■■ ，〜是 A 的一组 H 

令疋 = / r +:[ - 总整环，显然 
⑽ i H i = l, …， m- 

于是映射 

a^xa 

定义了一个同态 

M 无扭而且尤~0保钲了同态 r / 是单一的，因之 J / 与自由模的孓 
模 WM ) 同构.根据定迎1 ,」¥是自由模. | 

在定理 2 中，有限生成这个条件是重要的，例如，有理数 Q 
看作整数环 Z 上的模是无扭可是任意两个有堙数在 Z 上都是 
线性相关的（为什么？ ） ，闲之不4能是自由槙 t 

§ 2有限生成模的分解（第一步） 

定珂2表叫，如果一有限步成模是无扭的，则是一自由模，而 
自 由模的结构是清楚的，完全被秩所决定.这一节要讨论一般的 
情形，下扭将证明，一般的有限生成模的分解可以归结为有限生 
成的杻模的分解， 

设 I 是主理想环及上一有限生成模.我们来证明中仝 
体扭元素组成一子模 • 事实上，设为 iVi 中任意两个扭元素， 
分别有 

ro = 0 U s6 = 0 ， 

其中 id 然有 rs 今 0( 因为及 是整环)而且 

rs ( a ± b ) = 0 j 




§2 有限生成樓的分解(访一步) 
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r (: rcO = 0, 对于任 : 及， 

这就是说，亚屮全体扣元素对干加、减以及数乘是封闭的，因而全 
沐扭元素成一子模.我们用 Tor ( M ) 表冶这个子榄. 

定理3 设 A / 是主理想环五上一有队生成模.于是 
A // Tor ( i » i ) 无扭，因而是自由的. 

证明只要证明 j // Tor ( M ) 中的扭元素必为本. 令 a 十 
Tor ( J /) 为 itf / Tor (及）中一扭元素，有 r ( a 十 Tor ( J />) = 0， 

T € R ， 40 ，由 

r(a 十 Tor ( ilJ ))=0 j 

即得 

ra t Tor ( J /), 

子是有 s 67?， 使 s ( ra ) 0 而且， sr 尹0，从而 《 G 

Tor ( l /), 这就证明了 W / Tor ( W ) 无扣.显然 I / Tor (7 y ) 是有 
限生成的，由定理 2， il // Tor (/ y ) 是岛由的， ■ 

令 

M / ToY ( M)^F = B i，} 

是一秩为 〖的自 由模.由 [^由 模的投射性(第五章定理6的 推抢） 
可知 ，尨中 有一子模夂， 

且 

ifcf = 尤 ㊉ Tor(il/>, 

这就证明了 

定理4 主理忽环及上备一有限生成糢 J / 都可 以分解成它的 
担子模 ror ( i ¥) 与一自由于沒~的 i 和， /( 的枝是枝 Af 难一决定 

的， 

证明因为 A 二 Af/Tor ( J / ) ，所以 A — 的秩 也就是 自山嗅 
l // To r (： IJ ) 的秩，5然是被见唯.决定队 ） 
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一般说来， A 由了換 △ 不 是唯一决定的，读者不难举出这样的 
例了、 

内由漠 l // Tor ( J /) 的秩通常就称为模 M 的秩. 

由定卵 . 4，冇限牛成模 W 的分解就们结为它的扭子模 
TorOl /) 的分解.由定理1的推沦 . Tor ( W ) 也是冇限生成的.因 
之我 [门 Kl 酎堪屮讨论有限生成 m 模的愔形， 

§ 3有限生化扭模的分解 

设见为土珂想环 i ? 上一冇限生设妁杻模. 

对于任意 a eA ， 我们定义 

Ji(a) = { 災 j aj; =0}. 

显然 i »/ U > 是一子模. 

由定义可知 f 如果^0，则 

M(a)<ZM(b) ‘ 

如果 a 在7?中是一单位，则 
也（0)=及也是显然的. 

设 a ，£> e 五， d 是的一个最人公 ㈥ 子，即 （ d )=( a ) + (&)， 
于是有 

i(rf)=M(a)rvi ， w. 

事实上，由 M ( d ) C / l / O )， W ( tf ) C ： W (；0^^ M ( d )( ZM ( a ) 
r \ M ( b) t 另一方此，设 xeM ( a ) C \ M ( b) t 由 （ d )-( a ) + (6) 可 
知，有及使于是 

dx — (ua\ vb)x = o f 

叩这就证明了 

M(d)Z)M(a)r\M(b) f — 

结合以上论叩洱 

M ( a ) f 1 1/(6), 

根据以 h 的汉们不姙 iit 明 
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. ■ .. .. ■ ■_.. --■ - - ■ • — - - * ■ 

引理 设 a，bG R ，（ a'b) 1 ，则 

」lf ⑷ 「) W ⑻=，0)， 
i\J{ah) - m ㊉ -l/(/_0, 

证明板 IB 上面的讨抡，有 

31(a)n^(b)^. M((a ， b)) 

-^ M ( J ) = { Q} t 

由 M ( a )( ZM ( ab ) > ^( h ) C -^( jfh ) f 4 i 
M ( ah )" jM ( a ) h ,!/(/>), 

反过束 ，如择 i f 6 W ( a () ， 即 a 心，0,则 
ax €- M (b), hx €i 31( a) ^ 

由1，有 w，re 々使 

1 - u a I vb f 

于是 

i = z/aa ; 十 vb^ ^ M(a) M(b) ^ 

这就证明了 

l /( rt ) + 7 l /(6)_ 

再由 7 tf ( a ) rU /(&) = {0) JPW - 

Af ( a &) = J /( a) ㊉ J /(6), I 

定理 S 设及为一主理 fe 坏， M 为一丑-糢， a ^ R , a 40. 
0 = M 抑 •■■ W % 其中 w 为一单位，九，--. ，扒 为互不相伴的素元， 
r ^ l r 亍是有 


j \ J ( a )--®^ J ( p^) t 
i - r 


证明对 r 作归纳 f 2 . 

当时，结论显然. 

当 ^>1. 昆然有 wpW … P ， v _ Lj pV 互素，干是应用引跸即 
Al(a) -■■ -I/O〆; 1 . . .iC- r r) ㊉ 
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对纳法假 就祀 到所典的分解 

M ( a )^@ M ( p ^), | 

i - 1 

iif : 明中，我 fn 用到了一个简单的书实，即:> 为-_黾位^€ 
$，心 

M(ua)=M(a) t 

它的证明留给读者 .■ 

对于主理想环及中任一元素显然有 

)C … cw(i?oc ..、 

作它们的并集， 

U M ( p ^ 9 

i=i 

不难证明，它是況的一个子模.设 

见 ⑻， 

i= 1 

这就是说^*61(^),&€」1/(1>0对适当的 j ， k ， 无妨设 jgk •千 
是 

raeMip ^ CllJMip ^, 

a ± beM ( p h ) CZ \ JM ( p i ) t 

i = l 

定义 3 对于主理想环丑中任一紊元素 p ， ？模 

M f =\J i ¥( y > 

*=i 


称为 M 的 P 分*. 

下面重新提一下第 L : 章定义过的一个概念.设; V 是主 理想 
环丑上一有限生成模.对于加中元素 a ，_ f 模 A ， 

arm( ) -- {r ^ ii! | ra -■ 0 , 
ann ( N ) ~- { r ^ ER\ra — i > 对所冇的 ae xV >. 

分别称力 a 与 N 的零 化下. 
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不难看出， ann ( o ), aiin ( i ^) 都是 i ? 的理想，而1 annO ) = 
ann ( i?«) t 证明留给读苦. 

当然 T ann («) 与 ann ( ")可能是零理想，例如当 o 自由时，则 
ann ( i 3) = { Q> t 

引理设财是主理想环没上一有限生成扭模 ，力， •••，〜* 
」1/的一纽生成无，于是 

r 

1 ) ann (!) = n ann (^ i )| 

! 

2) 存在一非零无素使 

ann ( j ¥) = O ), 

证明请读者证明 1). 

2) 因为〜都是扭元素，所以 

ann («,) = ( x ( ) ? 怎六0 ， i = … ， r _ 

r 

而其中 T 是，-■.，$，的一 个最小 公倍._ 

定理6设」¥是主理想环充上一有眼生成扭模， anrKJtf )^ 

U)，f . . j ^， 其中 M 为一羊位，为互不相伴的 

素无素.于是有 

1) 

2) 当 i > 是一个与此，**.，仏都不相伴的素无素时， m p = 
{0}，而 M ri M ( p ^) t i = I f *. ~ yT ^ 

证明由 ajin ( AO ^ O ) 可知财0> =见. 应用定理5 即得 

1 ), 

2 > 设$是一个与 A ， *..，乂都不相伴的素元紊 * 为了证 
明」 心 -{0} ? 只要证对住一 h 

^( i ?0 = { o }. 

闶为（/、_7)=. 1，所以稂据定理 5 前的引理即得 
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为了证明」V(扣0，我们来证，对 f 任意的 O 〜 T 
ji ( p *)^ M ( p ^) r 因为 （2^，幻=讨‘， 所以我们有 

M ( p t ) = M ( p l )nM = I 

定理6说明 . ft : 一冇限生成的扭模都可以分解成有限多个；> 
分 M 的直和，而定理的 2) 说明这种分解足唯一的. 

定义4设 I 是主理想环及上一有限生成模.如势 
an n ( M ) T(/) T 其中 p 是一柰元素，则模 J/ 称为一 p 横. 

这样，定理 6 就可说成，在主理想环上任一有限生成的扭模部 
可以分解成一呰 P 模的直和.下面将进一步把 P 模再分解成一 
些附环的 P 模的直和， 

定理 7 立理想环及上任一有跟生成的模见 都可 以分解 
成有限多个循环 P 糢的直和. 

证明 设*■*，〜,！/的一组生成元.我们对生成元的 
个数 r 作归纳法证明下述结论，主理想环丑上由 r 个元素生成的 
P 模可以分解成不超过 r 个循环模的直和， 

当 r = lB 扎结 VfeA 然成立， 

假设结沦对生成元的个数 < r 时已经成立，现在来证生成元的 
个数=/■的情形. 

因为 见是 p 模，所以有 

annOX 广）， i-=l， …，' 

在 m t ， ■.‘ ，m r 中取一最小的，譬如说是 m r ，即 

令为心，•…，〜_!生成的模.由归纳法假设，见！有分解式 
札=•- *©-V a ,5<r— 1, 

其中 = ann(£0 7 (p。） 〆=1， ... ，久 

如果，甘 jfl 及 a r = {0}， 则 

If - 二 M t Q ) Iia r = Ith 岛… 

结论成立， 
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頡然 V 可以由 b 、 ，…， bp ， T t 成， 如果 S<r — 1，则由们油 
法假设，结论成立. 

下面看 S = 1的情形，我们指出，在这 T 1 无妨假定\>扣，， 

否则，譬如我们就取6】代替原来的 a r ， 
考虑6 2 , • • • 九_1，〜 生成的子模茧复以上的步骤，经过有 
限步之后，我们总可以达到 — 1 的情形. 

如果即 M L = itf ， 则结论自然成立. 

在一般的惜形，考察商校#/见,.令心 为〜在 I / if / i 中的 
象.显然 p 〜 eann ( D , 从而有 

ann ( o T ) ={^ fc ) ? fe < m T . 

.由，即 p k a T H 有 

p k ^r = ^^\ + - ■ • + X T yb T - i - 

两边乘以 jp 〜 4 得 

0 = •- + p m ^ > j ： r „ 1 6 r _ u 

由直和分解见 i = ㊉ ■ _ 可知 

p ti \ p mr ~^^ i , i ^ l t — _ J — 1， 

或者 

pk + it - m T ^^ f = i， …， r — 1* 

由子 6> m r ，£ = l ， …‘一1，我们有 

k+ti — m T >k，i = l f ^^r — l r 

mz ， 

于是 

移项即得 

p l (^ r ^ y^i — * — = 0， 


令 


\ =〜 一 夕而一… — JV-i&r-J. 
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显然 b T = a T f ^nn(b r )ZD^nn(b r 由此即得 

aiiJiO T ) = ( 〆 ）， 

从而 3/ l n^E'r = {0>, 

见二 ; ㊉ 及 ~ ㊉. ^(BBb r .^®Bb rw 
这就是我们要的直和分解，定理得证，歷 
结合定理6与定理7,我们得到 

定理8主理想坏月上的有限生成扭模尨可以分解成一些 
循坏 p 模的直和，即 

( 1 ) 31 =^® N ir 

i= I 

其 t N i ^ Eb i ^ nn ( N i )=^ nn ( b i ) = ( p ^), p i ^ R 中素元索，去 = 

1，…，讲 .I 

分解式涉及到的素元素中可能有相样的，我们知 
道相伴的元素生成相同的理想，因之我们可以约定相伴的充素都 
用同一个素元素表示-重新排列的次序，定理由仇 
个秦元素的方幂 pV ^-- 可以排成： 

( 2 ) . 

其中 仍， • • • 是互不柑伴的素元素 ， a 

显然，元素组( 2 )在同构的意义下唯一地决定了分解式 （1), 


§ 4有限生成模的标准分解及其唯一性 

结 合定理 4 与定理 S , 我们就得封冇限生成模的第_ 标准分 
解. 

定理9 主理想环丑上饪一有限,生成模 i ¥ 都可以分解成一 
自由子模与若干个循环 i ? 模的直和，即 
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(3) M = A …， 

1 j,-i 

其中 R ^\ ann (」 U 二:（ ㈤ ‘，、），九， *. ■， js , 为互不相伴的素 
元素，且 

〜> 〜：；：> … > K ir " i 二 1，… ？ s _ 

式被>/唯一决定，称为 J / 的秩 . f 

在这个分解 A 屮， 屈于不 冋的索元素的循环；> 模可以合并成 
一些较大的循环桡.为此，我们来 l 正 

引理见为主理想环及上的模， a * & nn ( a ) — ( f ), 

arm (&) 二（紅）* 如果（/，贫）二 1，則 

Rn 十 及6 =五 （ a 十 6), 

而 ann ( a - h 6) = (/ g) i 

证明苫 （a + 6) C ： 及 a 十及 6是显然的.由 （/, 尽）= 1，有 
«、 u 6 及使 w /+ 叹=1,于是 

wg(a 十 t ») = i ^ a =( l — M /) a = c(e 及 （a 十6)， 

同理 Wf (« + &) = 6 e 以（《十 6), 这就证明了 

Ra + RbCZR^a +6) ， 

因之 Ea^Rb = E{a \ 6), 

令 ann(a 彳 b ) = < h) t 然 6 ami(a 十 &) ，即 

(/^)C(A) # 

反过来，有 kfb=kf(a 十 b) = Q，m 

由（/，尽 ）=1 ，得容同理，/4 + 再裉据(/，尽 ）= 1, 即得/幻 A ， 
于是 


(幻=(/公）. 

这就证明了， aimU + iO 二 （/ g ). | 

用引理，由定理9不难推出 

定理 W 主理 想环五 上任 一有限生成糢 见都可以分 解成 
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一自由子糢与若干个循环糢的直和. 

<4) M = K ®® M k 

A-i 

其中 A ， 二及且 

= *， z — 1, 

分解式 (4) 称为第二标准分解. 

证明 itf 有第一 准分解 

jm ㊉ ® 洛 N iit . 

i = 1 Ji i - 1 

令3了“.=丑2^，玨即（&“、）=的11(及“ ‘）= (>■"〜） .令 ； = maxr [> 
…当 c t ,^ Q f 当）〉 r ,. = 十 c 2 * 十“ ■十 Ctf *， 

* 二 1， ■ ••八 
由引理可知 

R ^^(^k) = (pi nik P2 nik - ■ ^V^ tk >, 这里约定 A t --0 d 
♦ RxfM h ， ann(x h )^(d k )^ 于是我们有 

及=瓦© © M ki 

*= i 

且 ft = i ，•♦•， i — l , I 

显然，第二标准分解 （ 4 ) 是被第一标准分解 (3) 唯一决定.反过 
来，裉据定理5，由第二标准分解 U ) 立即得到第一标准分解 (3). 

下面来讨论标准分解的唯一性问题.首先我们要说明“唯一 
性”的盘义.在第一标准分解 (3) 中，子模.—般说来不是唯一 
决定的，同样，在齚二标准分解 U ) 中，子模此 一 般电不是唯一 
决定的.我们将要证明的足 t 在第一标准分解 

U®(b h 

i 二 1 

中，自由子模反的秩以及的零化子组 
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是被 il / 唯一决定的 + 同样第_:标准分解 

M - AW.h 

i 

中，自由子模 X 的秩与似*的零化子组 

^rm(31 k ) = (d k ) f fc=i， …， Z 
是被见唯一决定， 

由子这两个标准分解互相唯一决定，所以只盂要证明其中的 
一个具有上述的唯一性就行了_下面就第一标淮分解來讨论唯一 
性_自由子模冗的秩被 I 唯一决定，前面已经证明了.我们又 
知道 Tor ( ili ) 足被」¥唯一决定，因之下谣的讨论可以限制在扭模 
的情形. 

首先我们指出关于直和分解的一个简单事实.设 i ¥ 为环及 
上的一个模，有直和分解 


■M 二 ㊉ it/# , 
1 

ae / e . 于是 


aM ^~- © a M k , 


MfaM - © MJaM ^ 

k -1 

即 ail / 与 MfaM 有相应的直和分解. 

为了讨 论唯…性，我 们先证 

引理 1 设是主理想环及上一循坏 * 模， * 是丑中一素 
元素 ，对于丑 中任一素元素 《，我 们有： 

1) 当9与： P 不 相伴， qN 二 W ， 

2 ) 当 Q 与 p 拉伴， N / q 』V 为循环 jo 模，且 

ann ( N / qN ) = ( p) t 
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证明令 NHi ' nn ( b )- {；>'), 

1) 如《与 p 不桕伴，则 - 丄 w,!；e i ? fcti WjjM vq - 

1, 于是 

b ~ vqb(z 

这就证明了 qN , 

2) 当 g 与 p 相伴.无妨设 ？ = J >. 

我们知道，循环榄的商模还逛循环換，而 
ann ( A 7 /pN ) = ( p ) 

是显然的 ，I 

引理 2 设^/ 是主理想坏 丑上一 有限生成的： p 模， p 为 R 
中一素元素 ， ann(Ji ) = ( p ) ，则71/的第一标准分解 

JJ -- AL ㊉ … ㊉ JI r 

中有…， r ， 且 r 是嗜一决定的， 

证明由可知 ann (3/ t ) Dann ( M ), 在主理想环中 
素元紊生成极大顶想，从而 

ann ( il / ; ) = ann ( iltf ) = ( p ) 

因为所以 i 可 a 右作商环上的榄，我 n 
知道，汾/(方）是域，因之#可以肴作域 B /( P ) 上的+线性空间， 
riH 是这个线性空间的维数，当然是唯一的. | 

现在来证唯一性.设#是主理想环 々上一 有限生成的扭 
模，它的第一标准分解是 

M =® ® N Ut9 

i=i / f=J 

an 7 i ( 及“.） = (>广 “） i = 1 ，…， sd = 1 , … ， r “ 

令为中任一素元素.我们有 

i ^ 1 / j = ! 

由引理 1 ，当？不与…， P , 中任一个相伴时，我们有 
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M /qM =七 0 ). 

当3 岛 中棠一 个相伴 ，譬如说？=仏，则裉据引理1与 
引理2 ,我们有 

ifri ^就尨域 R / p,R 上线性空⑸ M / p x M 的维数，换句话说， 
M / Vi M 在域 E / Pl R 上的维 数就是元素组 

⑸ 、 . 

P 广 V ..，: P ， T - 

中九方幂的个数.因之 ，〜 与分解式无关，是被 I 唯一决定的. 
再看在力/多/上的维数.同样 

显然 

^nn( Pl N u )^(p^-^ t 

因之 hI /几 2 见在及上的维数就是元素组 

卩广 11 ， 1 ，…，》， 1 、- 1 

中 h 的方幂的个数，或者说就是元素组 
中2^(〗>2)的个数. 

一般地，在 R / Pi R 上的维数就是元素组 

P 广 V ”，》, 1 ' 

中的个数. 

由此可知，在域及 / pi 及上，的维数与 
p ^ M / p ^ M 的维数之差就是元素组 

: Pi 〜 ， … ， _Pi n]r * 

Pi k 出现的次数. 

U 就证明了 

定理1彳设 M 为主理想环 J ? 上一有限生戍的扭蟫，它的第 
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一梓准分解是 

i— 1 S *= I 

元素组 （5) 在相伴的意义下是被 M 唯一决 

定的. | 

由第一标准分解与第二耘准分解的关系，同时也就证明了 
定理12设见为主理想环 i ? 上一有限生成扭模，它的第二 
标本分解是 

M = ® M kf 

k=>l ' 

nnn ( M k ) = ( d k ) i d l \ d ^ l ? k ^ 2 r - J . 无素组 ^ 

( 6 ) 

在相伴的意义下是被」 V 嚕一决定的， | 

定义5设』/是上理想环丑上一有限生成模，由 T 0 r (； l /) 
的第一标准分解所确定的元素组 （5) 称为邶的初等因子.由 
Tor ( J /) 的第二标淮分解所确定的元素组（ 6 )称为及的不变因 

子. 

由以上讨论可知，对子主理想环上的有限生成模见，它的秩 
与初等因子或者秩与不变因子是刻划模 it / 的结构的一组完全不 

变置. 

§ 5第二标准分解的又一证明 

在这一节我们要给出第二标准分解的另一个证明.证明将利 
用主埋想环 k 的矩阵，证明的 过程在 一定的盘义上是一个计算的 
过程，因而也就给出了一个计算不变因子与秩的步骤. 

设见/是主理想环 i ? 上一个有限生 成模， a ，. • _，；^为一组生 
成元，作一个战秩自由及-槙 it /， 心，….，‘为它的一组基，于是映 
射 
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，7: U 卜― I ]义厂，及， 

1 i-- I 

椏1到 Wj *个满同态，记友 = ker ( W ， 则厂. A 就是 
的生成元 x. 的关系的总和.反之，任给射的一个子模 A ， 可以 
作出一个有限生成丑-模 

设 /d •… ，八是 X 的一组生成元，设 

m 

Y 2 a ^ e ^ i — …， w . 


写成 

⑴ (fly …， / fl ) = Oi ’" ■、〜 )溢， h ( a “）， 

这里 3 是一 矩阵，作 M 的基变换，设 〆 1 ，*.*/、为“的任 
一基，令 

( e l ，* ■ ■ ，〜）= (>/，…- y € / n ) P , 

P =( A ,) 为 i ? 上一个 mx m 可逆矩阵，反之，若/>为可逆，则 e /， 
- ■ /、为见的一基 * 再利用及上一 Y n 乂 u 可逆矩阵0二 ( qii ) 
作 W 的生成元变换 

( L ，…， fXf /,-.， f ， JQ ， 

这里要求 Q 可逆，为的是保证//，..*，/*/ 仍是# 的一组生成元， 
于是 

U) (f /，…，//) = ( 〜 ’ ， ■.• ， OPjQ' 

在给了川秩0由模及它的一组基，矩阵 j 显然 
就刻划了 ^的子模从而也就刻划了商模 f 7 W .以上％讨论 
说明了基与生成元的变换与矩阵的变换之间的关系.为此我 o 给 
出 

定义6设4，万为主理想环丑上两个 mxn 矩阵.若存在 
一个 m x m 可逆矩 阵尸二 ( p t} ) 和一个《 x ft 可逆矩阵 Q = ( q “）， 
Pi ;， 使得 
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B PAQ , 

WM 、 H 叫做江苫上等价. 

这个等价兄然满足等价关系的=:个条件， 

卜 1面我们来证明主理想坏 &上有 限秩自由模的子校的不变 i 

定理： 

定理 13 设 J / 为主理想坏 /? 上一今 m 岐句由糢， W 为它的 
一个子模，子是存在的一基 ■ ■ ，，、使得 diB ^ t /, f 2? ' * * ? 
构成 A T 的一基而且 

^ I | ^l-i ] T ^ = 1 ? ' ' ' ? ^ — 1 ， 

(,-■•, A 除相差一 +单位因子外由 Y 唯一决定叫做 
N 的不变量， r 是于模 A 的秩 ， m — r 是商馍 J // X 的秩 〆 卜•■ +， 
之是商模尨 / W 的不变因子. 

根据上面的讨论，与定理13等价的定理是 
定理 14 设2为主理想环丑上任一个州 x n 矩阵 ，則』 等 
价子下列矩阵 S 




c/ s 


B = ' d r 


1 O f 

其中 t d r 不为零，且 

H (1^十卜 f 二 :1，…， r — 1. 

- ■ ■ y d T 除相差一个单位因子外由』味一确定 ，山， ■ * * ，<叫做 
j 的不变因子， / i 叫做』的标准形. 

在主理想环;?内对每个非零元素 a 定义一个艮度; ( a ). 如果 
a 写成 s 个素元~…， a 的积，则规定如果 a 为单 
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位，规定 如果 a 〜 b , jiTfj l{a) — 1(b) . ^ff W< a 々的具 

因子，则 如果 a I A 且 ，则 a 〜 b, 

从线性代数 我们知 道，矩阵的两行互换以及一行加上另一行 
的倍数可以由左乘--初等矩阵来实现，同样，列的相应变换可以 fh 
右乘一初等矩阵来实现.因之，定义6中矩阵的等价包含矩阵的 
上述行与列的变换 t 

为了证明定理14，先证 

引理设2为主理想环及上一 2 x 2 矩阵， 


A — 




亍是乂等价于矩阵 

“)， 

其中 = ( a ，&>，*， * 为万上 适当的元素， 
证明 由 （ a ，6)= rf 可知，冇使 
ua -\- vb^d da lf h -~ db lf 
两边消去 rf ，即得 

作 2 x 2 矩阵 

显然 | G |=1， Q 可逆 


U&1 + ? ； 0 | — 1 . 

/u — 

Q =( 

\v 




问祥可证,矩阵』等价于 


其中 d^(a,c) t 


d * 
0 * 
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定理 14 的 w 明：设』= Ud 为主理想环及上 一 爪 x ^矩阵. 
如 j = 则坫论¥然.下面设 a 与 o . 经过行列互换.无妨假 
定元素 a u ~ o 且度最小. 

如…」〜，， j 二2, •… ， m ， 则第 j 列减去第一列的适当倍数， j 
= 2, • * ■ ，'可得一矩阵，它的第一行中除去 a u ~0 外，其佘全为 
0. 如果有九使^化^经过列的互换，无妨设 011 1心 2 ，则由引 
理，冇 2X2 矩阵（^使 

( ^11 ^11 \ , { d 0 ^ 

( ) ^1 _ -= ( )， 

v « 21 a, z / ' * * / 

其中心令 


Qi 0、 

0 E)， 

其中五为 O — 2 )x (71 — 2) 单位矩阵.于是在矩阵 

AQ 

中第一行第一列的元素为由 l(a n ) 最小与可知 1 (d) 
〈I C ^ n ) . 这就是说，只要第一行的元素中有一个不能被整 
除，我们就得到一个 与之％ 价的矩阵，它的有更小的长度.由 
于非零元柰的度为非负整数，闽之反笈应川引理 ，我 们总吋以得 
到一个与 j 等价的矩阵，它的第 、 行为 

^11?0 ? …，0, 

对第一列作同样的 W 论，可知 H 等价于一矩阵 

a 丨丨 0 ■ ' - 0 
' 0 

:/; 



如果在矩阵 S 中有一个元素不被整除，那么把这个元柰所在 
的行加到第一行，又问到前 i 4 f W ■论的情形，这样，可以 洱一次 降低 



So 第， h 准分 m 的乂一 ut . 明 ^ 

第-行笫允桌的长度.反 U 若干次之后，我们得到一个均4 
等价的矩阵 


- 0 ! 

其中 A 尹 o，l A 整除 ' 中飪个元素.对 A 作 M 样的变换，我 
们又得到一等价的矩阵 

/rf] 0 、 

(“、 J ’ 

凡中丨</ 2 ,‘整除 A 中每个元素，这里 AH 是 
由于心 总是為中元素的组合. 

这样下去，我们就证明了 4等价于一矩阵 



d ' 



- Ji : 中 ,r . ,r — 1, 

至于唯一性4由上一节所的唯一性推出，这里就不另证 

了.墨 

当 i ? = Z 4 F [ A ]， 尸为一 域时，定理 I 4 的证明实际上给出 
了一个算法.由这个算法可以算出 有限生 成模的 秩与 不变因子， 
由定理中的唯一性，即得 

推论设4，75为主理想环穴上两个 mx c 矩阵，于是 
等价的 t 分^ I 要条件是它们冇相同的标准形 A 者有相河的不变因 
子， 
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§ 6应用 

我们应爪以上的结论来讨沦两种®要的情况，即整數环 Z 上 
的有限生成漠和一元多项式环尸 [A] 上冇限生成模的构造，其中 F 
为一域. 

一、有限生成阿贝尔群 

设 f ? 为一个行限生成阿识尔群，即 t ? 为一个冇限生成 Z - 模， 
根椐定理叮以¥成一个扭子模％和一个自由子模吣的直 
和，仏的秩是 <9的一个不变量.设的秩为 r ， 则 G ^ Z ^\ 
扭子模％也足有限生成的，设为它的一纟 11生成 
元， h 的阶为％,于是％的每个元素$可以表成 : r = ^广… 

因此，一个冇限生成的扭 Z 模足一个有限阿 

贝尔群. 

裉据定理6,一个有限阿负尔群仏可以分解成它 的；? 分显 
，… 的直和，每个 就是 g 0 的西罗九-7.群，冇限阿负 
尔群的西罗子群是唯一的. 

根据定理7，-个有限 P -n a F , p 为一个素数，可以分解成一 
些循环，子群的迕和，设在直和分解中出现的子群的阶记为 
…，而且…，则 〆:， p ，…是 h 的一组不变 

量. 


这样秩 r 和阶 JV "， f = 1,2，. ..，#，）= 1，2, ■…， 就构成有限 
生成河识尔群 G 的一组完全不变量.总结以上讨论得 

定理 16 —个有限生成的阿负尔群可以分解成 r 个无限 
掮环于群与若千个有?艮揭坏 ，于群 的直和， r 和 有 f 艮徜坏 p - 子 
群的阶九〜，{ :1，2，.*. j 厂1，2，.，，，杓成 (9 的一纽完全不变 
量，即两个有限生成阿贝尔群同构的充要条件是它们的不变量相 
同. 


例一个24阶阿贝尔群互不 N 构的炎 型只有 Z- 〈种，用不变 ft 
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写出就足 3，13,4， L 和3_2,2, 2」种.即-祌是+个3阶子阵 
和一个8阶循坏子旰的良和 I 一种适一个3阶 Ji 詳，一个4阶循环 
子群和一个2阶子群的直和 f •种是一个3阶子群和3个2阶子 
群的 私和， 容易证叨这1:种炎型的 M . W 尔胙都存在. 

二、有限维线性空间的单个线性变换 

设，为一域， F 为 P 上料维线性空间 T 乂为 F 的一个 线袢变 
换.设"！，•■，，、为 「的一 尸-基， 乂在基 下的沁阵 
为』，则 

? u n )A m 

设〜，..■，'为1「的芬一基，并设（〜，.…，〜> = <〜，，**，、） 尸， 
则乂在基〜，••.，^ K^riK B ^ P - KAP ^ 我们的问题是求一 
适当的基使得 A 在〜，〃■，、下的矩阵具有标准的形 

状. 

为了解决上而的问题，将 F 看作 F [ A ]- 槙: 

f (^)^ = f ( A )^^ eV t f ( A ) eF [ A] m 
若 F 分解成两个子模 Ki ， F 2 的直和，则 F 2 就是4的 
不变子空 M . 分别在匕 ，心 内取基使得它们构成 r 的一基，在这 
基下4的矩阵等于两个级数较小的矩阵的准对角形.由此可见， 
求 A 的矩阵的标准形状的问题和 F 作为 F [； l > 模的分解有密切 
的关系. 

首先7是一个冇限生成 fU ]- 模.因为尸-基％, .•.，&就 
是一组生成元，而且根据线性代数的结果， F 是一个扭模.对子每 
个兀素^ V , ann ( a ?} — } Tn ( A ) 是 t 的极小多项式.芳 j 

尹 0, d e gm ( A )>0_ 按照定理12， F 可以分解成一些循环子模的 
直和 

使得 ann 2 ; = (((乂)）， ( AU ))3( rf 2 U )) 3. .. ^>( d ,( A)) f 

AU )^_.， rf 4 U ) 不为零. <(幻，*..4,(^)叫脫线性变换4的 
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a ) 有理标准形 

每个 M 环子模 K 二作为模都足 A 的不变线性子 
空间，它的维数二 deg d ^ Ay^rii "rfa il * - , A 〜 _1 〜是 h 的 

的线性变换4在趄、下的姖阵为 

. 0 0 … 

j 1 0 … 

尽-」0 1 +_' 

(…. 

\ 0 . ■ • 0 

B . 叫做多项式 <(幻的相伴矩阵. 

谜明已经知道闶 而匕是 a 的不变子空 
间，确定匕的维数，我们知道对任何 /(/i)eFU ]，= o 
的充分必要条件是夂 （A) 丨/(乂），由此可知 
上线性无关.对于仟意 1CF. T r 可表成应用除法 
算式 f ( A ) = q ( A )^ di ( A ) + r(yl) ,deg r(A)<deg <(乂），于是 r = 
/( 幻 =^( 幻 （（乂 ） * \ 十》■(义 ）.A - r(A) 是 入 z “ …， 
的线性组合，所以 dimrrufiiiih …， Y ■、是 F 
的一基.由计算 

A i * z i ~ A z if 
= A 2 z tt 

A r X n ^ z = K ni - l z if 

Ai * X ni ~ l z ^ — — 6 in 「】 义 ni _ l 2 d ， 

所以次在基， h ; ，…下尚矩阵为 S ... ■ 

由于 r 是 6，. ..， F •的直和，〜， ..•，；[〜-%,■■-， 〜， ..、 


0 b tU 

0 ~ b tl 

♦ ■ 

* * 

» ■ 

令 

. 0 —^i^i-t 




& 6 1^/： 24B 
— _ _ _• ---- - - - * r 

构成 F 的一基，在这组基 K 4 的矩阵为 

I 〜 

B- 

其中每 个反是 AU ) 的扣作矩阵 . " 叫做线性变换4的有理标 

准形. 

从 P [ A ]- 模 V 的分解以及 X 的不变因子得到儿个事实， 
i ) £ degrf i ( A)=dim F . 

这是因为 dimF=LMim V ~- S ^ eg ^ U ). 
ii > t 7 的零化子 = dU )). 即是线性变换 d 的极小多 
项式. 

因为，对任意 / U ) eanii { T )， 有 / U ) i , = 0， 从而 d t ( A )\ 
/( A )，/( A )€«( A )>， ann ( F ) C (^,( A )), 反之，设 /( A )6 
( rf ,( A ))， 于是之（义）^(幻|/(乃.从而 / U ) 0对所有 L 

所以 / U) •: r — 0 对所冇 rOV 丁是 /( A)eann F ，（ AU)>Cm 
( V ), 因之 ann ( F );-«(； l )). 

多项式 / U ) J I 叫做线性变换 4 的特征多项式，它 

与 K 的基的选取无戈 4 H 力若从基1换成基 I ，力的矩阵从 
3换成乃 = PUV 丁-是 

\XE-B\ = \XE-P- l AP\^-- \ P~\XE-A)P\ 
^\ F - i \\ XE - A \\ P \^\ XE - A \ 

= m ). 

iii ) 必的特征多项式 U 忍一劓 = 因此乂的特征 

s = J 

多项式和它的极小多项式有相同的不可约因子. 

因为，只要取 d 为线性变换 Z 的有理标准形 B ， 于是 
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a 

\AE-A\--\AE- B\ 二 I 了 - 別 . 

i= 1_ 

计算 

X 0 •. * 0 b vQ 

-—1 A * * : 

t i 

t 丨 

0 - 1* ■. 、 ： ： 

■ 論 

* * * 

* " * * « 

. ••••■() • 

♦ 

■ M 

: •.义 ^ im -2 

琴 

0 •" 0 — 1义 + b int 

将笫〜 行的 A 掊加到第 n - t 行，然后将新得到的行列式的第仏 
一 1行的^倍加到第 I 一2行，如此进行下去，将最后得到的行列 
式按第一行展开，即得 

由 ii ) 和 iii > 得到 

iv ) 4是4的特征多项式/(幻的根. 

最后一个事实也可以直接证明之. 

若当标准形 

假设 P [ A ]- 模 F 的不变因子 1( A ) 在内都可以分解成 
一次因式的方幂的积，则线性变换4的矩阵还有第二种标准形即 
若当标准形，当为复数域时，这个假设对任何线性变换都是成立 
的.设 KA ) 在 FU ] 内分解成 

r 

于是 d t ( A ) ， 〃 _ 都可分解成 

7 

f [ u — 

*=i 
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由于 <(A>K +i (A)， 有 

0^ e u ^_ e 2} -^ - - *在 ^‘， j _1， ' * *， r . 

根据定理6，/[幻％可以分解成一些循环 U — 人 .）- 模的直和 

其中 arm Zi ^ iA - XfY ^ ，〜>1。，于是 

V - ®© F [ A ]-^, 

毎个是4的 个 不变+空间，而且由 A 在其中诱 
导出的线性变换只有一个特征值人，而且它只有一个初等尚子 U 
一人)〜，这个初等因子也是它的极小多项式. 

lit 是上述 T 7 的分解又中的任一喷， ann 2= (A —/ lj ) B , 

01 ，（A — 七广是它的唯一的一个不变因子， r ^ itiif . V lt 
仿上可知 2 f h ， ，， • , A P ~ X Z 是 F 』 的 - J 1 - 基，由此可知 y , ( A — 七; U ， 
〃 +， （乂一也是 h 的一 基，4在 L 内透导出的线性变 
换人在基 l(A — 糸 )“…， U — 七广 1 J 下的矩阵由计算 

名= Ajs = 十 (A — A 】）。 

- 4 ( A m Aj)s — A(yl 一 Ai )^ -■ Ai(A 一 2 ) ^ + (A - Aj) 2 ^ r 


A(A — A 1 ) e ~ 2 ^^-^A 1 (A — A i ) tr ~ 2 z -h (A — A 1 ) e ~ 1 z r 
A ( A - A 1 )^^-^ A I ( A - A 1 ) e - h f 
(因为 U — W £ = 0) 可知是 

1 入 i \ 

’ 1 山 . 

C = 1 * 、 * 

矩阵 c 叫做 e 级若 当块， 属于特征值； li . 

于是在每个循环 （A — 模中 取如上 的标准基 

— 把这些标准基按顺序连接 

起凇就构成^的1标准基，在这标准基下」的矩阵就是若干个若 
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3块的准对角形 T 

D--\ 

'.4 

宂中银 t R 是厲的特征®的荇3块，这些若2块和 A 的初等 

m ru -七）、成一一对应.矩阵/>叫故若当标准形. 

三、线性变换的不变因子的计算 

设 F 为域 n —个界维线性空间^为「的一个线性变换， 

K 看作一个 模： Ai = A ( x ) f x ^ V . 设 〜，•_*，、 为 K 的 

一广基 在基心，...，、下的矩阵 J =(〜,）： 

n 

j4(w J 二 Au f ^ ^ i = 1,2 ， • " ， 《■ 

j -j 

为了计算 4 的不变因子，作一个抑秩自由模及，心， 

为它的…基，作 I 到 F 的 FU ]- 同态 



n n 

rj： 21； ^-.( A )^^ 

i=l i=l 

令 W ^ kerh )， 由上式可知 

.(A —— - a ni u n ^ O y 

— a n Ui~V (>1— a 2 2) w 2 ™* - * — = 

* h * 

■~a ln u { — a 2n U2 - + (A — a nn )« fl =0- 

设 

f - 

■ /a " 一 a l2 q + < A —一“—〜， 

Jn — - cf Itt e ,™ tf 2 ft e a —* ^ * 4 - { X '- a n „.) e nt 


我们来证明，元素 f r • + 构成友的一基. 
将 A 的兀素改写成如下的形式 




h ■〜十 a — 1 I ] 〜一 【，々 +，■■+ X ] 〜义，其中 

i i I 

每个九也可写成 

fi- … 久 e f — D “ 

j 

首 先证明尤是及 的一 m 生成元.设 Aeiv ， 对 a 的“次数” m m_i 
纳法，当《1 = 0时，7；(办>= X!j — 0 J 从 iffi 石0‘一 0 ，i 二 1，"，， 

n，h : 0,0当然可表成氕的组合.假设当 ft 的“ 次数”<讯， m >0 
时4可表成/,的组合，求证当 A 的“次数” = m 时， Hi 如此.为此， 
在办的表达式中将头一个和号屮的2 e t 换成 / d + XU f i ，得 

j 

h = A m ~ l EH + A ni__1 Y^ t y|] b ni a ti e t 

\ i 3 

+ A m_i ^ta-i t + * ， * + XZ ^oi e if 

i i 

或者 

A = ，-， 上十 A 1? 

l ! 

而且 h 的“次数” < m . 根据归纳法假设 
h i 可表成 /. 的组合，因而 A 也表成了 /,的组合， 所以九 是 W 的 
一组生成元. 

其次证明在 F [ A ] 上线性无关，反证法，假没广 
在 7 U ] 上线性相关，于是存在一组不全为零的多 项式& (心 
ef [ A ] 使得 

‘二 o * 

徉非零的中有一个次数最髙的 • 为方便起见，不妨设 A U ) 
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关0且 deg ^ 1 { A)>deg g 』 U )， i >2. 将上式左端整理成 
心的组合， A 的系数为 

^( A )=^ g - j (^) — — a 12 ^ 2 ( A ) — - — Cflngn (^) . 

而 deg / lgtCA ) ] 1 dcg ^ J ( A)>deg aug ^ A ) ， i = i ，. • * ， K ， q ( A ) 
= 0,这引出矛盾.所以 A ，…，上线性无关， f \ ，…， f n 
构成…的一基. 

因而我们冇胃 

(/卜 …， /«) _ (^，…， e fl >( 又苫一』)• 

^ 叫做矩阵4的特征矩阵，根据上面的讨论我们得到 
定理 16设 F 为域 i T 上 一 n 维线 性空间，4为 F 的一个线性 
变换， d 为4在 F 的任一基下的矩毕，设 rfb ...， 夂为 4的特征矩 
阵 A 的不变因子，而且 4 = -.* = A ，則 (/ J + i , —, 
d H 就是』 的‘部不变因子， ^ 

这个定理给我们计算线性变换的不变因 f 的一个方法. 

例设 F 为有理数域 Q 上3维线性空间， A 为 r 的一个线性 
变换，在 F 的基下的矩阵为 


/—3 —1 一 1 



A - 


求 A 的不变因子和4的两种标准形. 

首先应用初等变换求特征矩阵的标准形 


AE 一 A . ■ 



M + 3 1 

1 \ ; 

I 1 

1 

义 + 3 

2 / + 2 

1 K 

1 

Z + 2 

2 

\ 一 6 — 3 

入 -2 i 

义 — 2 」 

-3 

一 6 

[ A 4- 3 

\ /I 

0 


0 


乂丄 I - ^-1 1^| 0 A + 1 —(A + 1) 

-U 1 > - a 2 -A ! \o —U I 1 ) — / 1 (乂 + ] 乂 





^ 0 A-hi 0 — 0 A-hi o J 

\0 一 U 十 1) - _(；1十 l ) 2 ./ \0 0 — U 一 J )~ 

广 0 。 A 

0 2 + 1 0 j ， 

'o 0 (，■— l ) 2 ， 

所以 4 的不变因子为 A —i，u M)S 与它 ffl 相对应的有理块分别 
为 


所以3的有理标准形为 


(― 1) 和 


-1 0 
0 D 


0 一 1、 

1 —2^ 


一1 , 


0 1 — 2 ! 

与 ； i + i 和 u + i ) 2 对应的若当块分別为 


/一 1 0、 

(―1)和（ 

V 1 — 1^ 

所 tJU 的若当标准形为 

-I 0 (M 
0-1 0 
0 1 —1 J 


习 箱 

L 设况为主理想坏及上的有限牛成模，是一组生成元, 
y = a t 3 T L 十-…十 a B x M . 如果 （ Oi ，，- ■， a n ) = 1，则存在 y a ，■ H ， y s ，使扣，1， 
• h 是 Af 的一组生成元. 

2. 设3/为主理想环 _ R 上 一 r * 秩的自由模， I "， •，方 b 是一组基， 
= o^i + + = + + 6 b ^ w , 如果（〜，•"， a ft ) 〜 （&■,•*. ， 
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在■^的一个榄白间构々使 〆 y >- y £ , 

3. 证明， I [诹想环 J ? 上-杻抝是不可约的（即没有非平凡的+楨>充分 

必要条件为 M = annU ) = ( jO , 这里丨是-•个素元素. 

4. 设 」 V 为主理想坏 J ? 上一有 M 生成的扭模. ilH 明，财不能分解成两 
个非零 T 模的直 和的充分必要条件为 aiuiOO = ( 〆 ）， 这里卩是 
R 的-，个素元素， 

^设 M 是主理想环 i ? 上的校， I 的一个子模 V 叫做纯 子播， 如果 
Jjna X = z , a eJt f zeN ， tEM 屮有解，则 /f Y 中也有解.证明，如果子模 
N 给 ]\1 的一个直和项，则#是一纯了模. 

6. 设 I 是士邡想环 if 上的榄，如果 Y 是一个纯子模，则在每个陪集 
怎+ 1 中有一元素 y 使 army = armf ，这里王表示 r 在商模 M / A T 中的象. 

7. 设3/ 为上理 想坏及上—有限屯成模.如果 itf 的一个子模是纯的， 
则 iV 是 I 的一个 H 和项. 

8 . 设況为主理想环 i ? 上一有限生成杻瘼， z ^ M 适合条件 aimOOC 
ann ( x ) 对所有的 ^^31, 则为一纯子模，因而是 I 的一个直和项. 

9+设及为一欧几11得整环 Me 』/ n ( iO . Lf ； 明 ，如果 |3|= i , SlJ 』 可以 
表成一些初等矩阵的乘积. 

10. 设及为一主理想环证明存在一可逆矩阵<?6尨，（友） 
使」40为下三 角形. 

设及为一主理想坏.证明见 „( 介）的毎个左理想都是主理想* 

12. 设 B 为一交换环.如果及上的自由槙的子模都是自由的，_及为一 
主理想环. 

13. 设及为 一主理想坏.及上线 ft 方程组 

*11^1 + " * * + =&if 

其中〜 G ， i ? ， 

0,1；*^+ … +U n =&” 

在丑中有解的充分必要条件是乂=(^,.)的所有？级了式的最大公因子和增 
广矩阵的所有丨级子式的最大公闪子相问 J = l ，2, ■ •' 

14. 设五为主评想 坏，丄 BGKiO , | [垆0,对角形矩阵 

〜 LDlN , *■ .,&„]与1>]，〜，■",〜]分別是与的标准形. 证明 
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. — ._|_MJ - -- ^ ，• — — - - - ■ ■■ I - 

«； ! Ci，bi : e, ,t. — 1 ， …，?“ 

15. 试定出仝部阶为392的交換群互不同构的史切， 
le . 算出（3,3 1 ，3 2 ,3 5 ,3 7 )炎型的交换群中3阶子#的个数* 

17.算出下列矩阵的初等闪子，不变因子，有理标淮形，标池形 * 



18. 设交换群 G 由〜，〜，〜，〜牛成，它们之间有联系 


2 a t - 

-Oi + 5 o s = 

= 0, 


o L — 3 o fl = 

= 0, 

3 

— 7 <J S = 

= 0. 


求 G 的不变董 . 

19. 设4为《维线性空间 F 的一线性变换.证明，7为一 •循环 空间的 
充分必耍条件是 A 的特征多项式与极小多项忒相等. 

20. 设厂为一个特征为0的域， zieil / n ( F ). ffi 明，/ 为幂 零的充分必要 
条件是^(/) = 0，£ = 1，2,"-，7 1 ，其中^(叉）表示矩阵叉主对角线上元素的 

和. 

21. 设 3 GUC ). 证明，4相似于一对角矩阵的充分必要条 件是』 
的极小多项式只有单根. 

22. 设3€3^(，），尸为一域.证明，3与/相似. 

23. 设山 _ eeit / n ( c ). 证明方相似的充分必要条件是对任意复数 a 
有 

mctE - AY 」 m ^~ By ， k = i ，“、 n . 

24 . 令为: P 个元尜的忐域.在 JE /„( D 中， i 正明 
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与 


A — 


B = 



相似. 

2 S . 设 f 为一域， ffi 明，矩阵皋相似的充分必要条件是特征 
矩阵； I 丑一 A 与 B 等价， 






第七章域的基本槪念 


简单说来，域是具有双®群结构的数系统，它既是一个加法 
群，又是一个乘法交换群（ G 除外），而 R 加法和乘法由分配律联系 
起来.域的几个典型例子 有有坝 数域、实数域、复 数域、代数 函数 
域等 .十九 世纪二十年代伽罗瓦发现了有限域，二十世纪初亨塞尔 
( Hense 】） 发现了 ，进 数域.它们丰富了域的内容.不久斯泰尼 
茨 ( Steinitz ) 发表了他对抽象域所怍的綜合研究.本章所要介绍 
的就是 其屮的 几个基本概念，代数扩张重点在有限扩张 、正规 扩张 
和可分扩张等.域扩张这个概念是研究域的一般方法 .. 

§1单扩张 

域的特征是刻划域的一个基本的量，笟一章告诉我们，任何一 
个域 JT 的单位元素 e 通过加法生成一个子环 Z }. 
当瓦的特征 Z (瓦）二0时，户二2,因而 P 的商域与有理数域 Q 同 
构.将与 〃等同 ，则 Q 可看作瓦的子域，是由单位元素 e 生成 
的子域；当素数时，0二1^ = 2/(少）.尸已是 p 个元粜的 
子域 •同样 F ， 可看作 K 的子域，仍是由单位元素 e 生成的子域. 
这种子域具有如下的特点： 

1) 由域足的单位元素1生成的子域是瓦的一切子域的交， 
因而是 K 的唯一的最小子域，称为素域. 

2) 特征不间的素域彼此不间构.因此，特征不同的域互不同 
构.特征相间的域至少冇--个共 M 的子域即素域. 

2) 莓个素域只存恒等自同构， 

设 Z (/ O =0. n * d )( a eK，ne Z ) 当而丑仅当 或《 
= 0,对十-个素数特征的域 足来说 ，设它的特征为素数 a 由于 
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对仟意元素我们冇应用二项式定 ffl ， 对干任意元 
素 ajex ， 不难证明下式成立 

0 ) 0 + £>)井二€^ + &' 

这娃因为上式左端按二项式定理展开 

Ca-h6) J, = ij p + ( + •.. +( P )ab F ~ l ^b*, 

^ 1 ^ ^p — ] / 

由于 P 为柰数，所以整除— 1;从而上式右端中间 

1 

各项全 等子零 ，于足忒就变成 （1) 式. 

U ) 还可推广成 _ 

(s^i) = [I W t e AV^l ， … ， 1\ 

在 （1) 中将 & 换成 b ^ a 得 (A —— a ' 

在 X 中任意取定二个子域 P 作为基域， 反看作 P 上的扩 
域，叫做尸上的域扩张，记作 KjF . K 的包含 F 的任一个子域 
叫做 KfF 的中 间域. 设 S 为反 的一个非空子集 ，反 中包含 _F 
和沒的一切子域的交记作^(况），叫做在 P 上 添加没 得到的子 
域或叫做 S 在 F 上生成的子域.用沒 ] 表示下列一切冇限和 

^_1 ^ 1 ? * * * j ^ ^ 

小…， fn^CJ 

组成的集合,是 K 的一个子环， F [^] 的商域就是 F ( S) t 
特別当 S 为有限子集{々，■"，时， 和 分别记成 
，… A ) 和 jP [〜， …， ff J ， 显然 F ( ai ，…，〜，& ，…， 卢,） 

若 F 的域扩张左可 以在厂 上添加一个元素 a 得到，瓦 = 
_ F ( a )， 则瓦 叫做 F 上的一个单扩张. 

下面的定理给出了单扩张的构造. 

定理1设反/尸为一个域护张，夂，于是 

i ) 若 a 在尸上是代数的，的积小多项式. 
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f !■! ■ Ml I - ••• 1 - - 

则 /，0)==/|>]1 厂 （ a ) 兰 0是 a 在 f 上 

的唯一的基本关系； 

ii ) 若 a 在卩上是超越的，则尸卜] 2 尸[： 10 ，因而丨 （ a ) 和 
i ^[ r ] 的商域 Ph ) 同构. 

证明 裉据第三章定理14,存在一个满同态 ff [ a ] 
使得^$) = (7，7在 F 上为恒等同构，记 J ^ keKT ?)， 于是/” 
(/ U )). 假定/(4的首项系数为 1( 若 / O ) 与 0) .若在 F 上为 
代数元，则/(均~0, / U ) 为一个次数>0的不可约多项式.裉 
据第三章定理 21， FDr ]//( r )) 为一域.因而 FM 已是一个域, 
[: r ]/(/ U )>，/ U ) 为 a 的极小多项式.当 a 在 
P 上为超越元时， / U ) = 0， P [ a ]2 F [> L 所以和及|>]的 
商域同构 .I 

定理1 ， i ) 和 ii ) 的咕扩张分别叫做 单代数扩张和单起越扩 
张. 考察一下单代数扩张 F ( a ) 的运算，设 / O ) 二 + 
"■十 rijf ( a )=0 得 
(1) —— (OjCr" -1 f . * * + a n ) 

因此 a ' 仿经过 （1) 逐次膂代，惊可表成 〗，〜•+., 的线 

性组合，因而， （ a ) 的毎个元尜可以表成 

⑵ ~十 \a + …+ Jy ^^-^ b.e F f 

而 A 表法唯一，元素相加按多项式加法相加，它的相乘，按多项式 
相乘，乘得的结果 * 利用 （ U 将 a 的高次幂逐次降低，使 
得结果最后表成 (2) 的形式. 

定义 t 设尤 i = l , 2 , 为两个域扩张，若存在 
的一个同构（或冏态使得 V限制在^上为恒等间构，则 q 叫做 
一个厂-同构（或同态）. 

设 7 V k / f 十 m —个 间构， aG 瓦，则 a 在 F 上是代 
数的汽 LL 仅 aWa ) 在^上是代数的.此时有相同的 
极小多项式. 
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替代代数基本定理的作用的有根的存在定理. 


定理2设 p 为一域， p(^)eF 为一个不可约多项式， 

则存在一个域扩张允/尸使得 p { x ) 在 7 T 内有根. ma/F 
和 F ( a 2 >/ F 为两个单代数扩张，力，《 2 都是 P ( r ) 的稂，则 
F ( a ]) 和尸 （ tf 2 ) 有一个同构 D 使得 nCa .) ~ a 2tf 

证明因 PU ) 不可约 ，/ >(: r ) 在 FO ] 内生成一个极大理想 
( PU ))， 商环 为一域， E 作允，映射 a^a = a \ 

(/>(幻）是 F 到 K 的一个电一同态，将 ct 与石 等同，于是尸嵌人 
K ，成为 K 的一个子域•令 : tr + CPtT )), 令 p <； r )：= a 0 十 

…怎+ ■ • * + t _， 于是有 

^{ oc )= a Q + a x a -\- - a n = 在。十^ 王十… P ( ar ) —g . 

所以 a 为的一根，根据定理 l ， i ) 的证明，尸（心）和尸 U 2 > 都 
同构于尸[>]/(户0))而且〜与$对应，所以 P ( a| ) 与 
尸<«2)成同构且 a 与 a 2 对应 .■ 

12有限扩张 

域 P 上的一个域扩张 K / F 叫做代数扩张，如果瓦的每个元 
素都是 P 上的代数元.以后，上的域扩张也可简称为 P 上的扩 
张， 


F 上的扩张瓦可以看作 F 上的一个线性空间，尤对 F 的维 
数叫做扩张瓦 / P 的次数，记作[瓦』] •如果 [欠』]<«，则 A 7 P 
叫做有限扩张 • 否则，反/尸叫做无限扩张. 

设 k ! f 为一有限扩张•当 x 作为 f 上线性空叫时，火对 
F 的一基也叫做扩张 K / F 的一基 ■ 

设为’上一个代 数元. a 的极小多项式/(幻的次数 
叫做《的 次数. F 中元素的次数都为 1. 若《名尸，则 a 的次数 
>1 a 的次数也可以如下来刻划：设 /( 均的次数为根据定 
理 l ， i ) ，可知厂上一个多项式貧 U ) 以 a 为根的充分必要条件是 
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/(^) lg (^ r ). 由此 nj 知， …， 在 F 上线性无关，而1， 
心在 F 上线性相关.因此 a 的次数^是最小正整数使得 
1，《，•‘ _， y 在 F 上线性相关. 

一般说柒，元素在 F 上是代数的，其充分必要条件是 
存在一个正次数的多项式茗（：0£，[1]以 a 为根，也就是存在 
一个正整数 m , 使得-在 F 上线性相关.这就怔明了 

引理1设尤/尸为一护张，瓦， a 在 F 上是代数的其充分 
必要条件是存在一个正整数 m 使得 l ， a ， **.， 在尸 上线性相 
关.若《 为尸 上代數元，则 a 的次数等于最小正整数 ft 使得1， 
a ， …， a n 粒 F 上线性相关. | 

引理 2任一有限扩张允 /F 是一代数扩张. 

证明设[允：尸] =«■ 对每个0^疋，1，0,.**，《"在厂上线 
性相关，所以 a 是 F 上代数元 .■ 

定理3 设及 /F 为任一护张，则下列叙述是等价的， 

i ) 卩 （ a )/^ 是代數扩张； 

ii ) a 在丨 上是代数的； 

iii ) F («)/ F 是有限护张. 

当条件有一成立，则 [ F ( a ) : 言]等于 a 的次数. 

证明 i ) 今 H ) 由代数扩张的定义即得， 

ii ) 今 iii ) 设《为尸上一个《次代数元.根 据定理 1下面的 
说明，1 是^ 沁）/尸的一基，因而 [ F («): P ] = n . 

iii ) 呤 i ) 即引理2, ■ 

定理3说明了，为什么当 a 为 F 上代数元时， F ⑷ / F 叫做单 
代数扩张的理由. 

定理4设反〕龙二) f 为 F 上的扩域，則[反：尸]为有限的充 
要条件是[瓦：及：]和[犮： F ] 都有限，在这秤情况下有次数关系 
(3) IK ： F 1^\_ K : E ^ 

证明设 [ 瓦：，:]〈⑺.由于瓦/尸是 KJF 的子空间，所以 
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设为线性 交间 夂对 F 的一组基，奔 
把夂看作五上的线性空间，则 &,•■•，〜 显然足 K/E 的一组生 
成元，所以二[尤 V].反之，设[X:五] =m， [万：巧= 
厂都有限，并设分別是瓦/丑和及的 
基.于是对可写成汄的线性组合，系数属 于丑， 

m 

*« 1 

而 h 又可写成 v, 的线性组合，系数厲于 

r 

j=i 

于是 a 可表成汄 v , 的线性组合，系数属于 

所以[:^]名[尤』][忍』]_其次，证明{芦1.}在 P 上线性无 
关.设 

■ * 9 

为任一个线性关系，令忑而且 

1>/. = 0,由于&为 K / E 的一基，从此推出所有 a ^ O , 又因为 
L 为 E / F 的一基，从〜二 ^ 6i 』 y ; = ct 推出所有吣=0.所以 

怂 A 在 P 上线性 无关. 它们构成瓦/尸的一墓，所以 
lK:F^mr^[_K:EJlSf ： F^ I 
设 K/F 为一有限扩张，忽 /J? 为 K/F 的任一中问域，则[冗： 
1]<[火：，]，而 H 忑二尺的充要条件是[；蓝：尸；]=^^^], 一个 
桌数次扩张 K/F 除五和 P 外无其仑中间域1 

推论1 每个有限扩张 A7P 有一个中间域句有取升链. 

^) ^ -~^\(ZF 1 CZ - ^dF T = K 9 
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使得 F i +1 / 尺为单代數栌张. U ) 叫做单代数扩张升链.反之， 
若 A 7 尸有 _个单代数扩张有限升链，则 itVF 为有限扩张. 

证明证明推沦的笟…部分 . 设 y / f 为有限扩张，对次数 
作！ a 纳法.取一个夂但作 山则 
仏 / F 为卓代数扩张且 [ JT 1: 尸] 从而根 
椐归纳法假设，尤 / A 有一个单代数扩张升链 ACACm-C 
匕一火，于是 FaF t aF ^< Z -^ CZF T = K 就是 K / F 的一个单代 
数扩张升链.推论的第二部分由定理3和4即得 . I 

推论2 设犮: D 五3尸为 F 上扩张，若反/ 忑 和芯/厂都是代 
敷扩张，则欠/尸也是代数扩张，特别， F 上的代軚元 a ， 卢的和、 
差、积、商仍为 P 上代數元， 

证明设 a ^ K 为任一元，因《在 i ? 上是代数的， a 在芯上 
有正次数的极小多项式 g { x )= x T ^ ra 1 x r ~ i ^r . + a r ， E , 
又因忑 / f 是代数扩张， A 都是尸上代数元.令尸 
F a (« i > - - * j « i ) j 1,2 f * * - ? r ^ 尸 r+ i = 尸 T ( a )， 于是 

F = F 0 dFyC ：-^ C ： F r ( ZF r+1 

是敢代数扩张升链-由推论 l ， P r +1 / F 为有限扩张. m ^^ F T+l 
可知 a 是 F 上代数元.所以 iC / 尸为代数扩张.特别 a 土卢 w /? 
和《/片（声_0)都属子 而且 F ( a f fi }/ F ( a ) fn F ( a)/F 

都是代数扩张，所以 a ± fi f aj 和 ct /乃 都是 F 上代数元. ■ 
在任一域扩张尤/ 尸中 f 上的代数元全体构成一个中间域， 
叫做 P 在火中的代 数闭包 _ 而且任一 在 F 上是超越 

的. 


例 复数域 C 是有理数域 Q 上的域扩张.如果复数 a 在 Q 
上是代数 fb, 则 a 叫做一个代 数数， 由推坨2可知 C 中代数数全 
体，记作^对加、减、乘、除封闭，因而 Q 是 C 的一个子域，叫做代 
数数域 • 万"是 Q 在 C 中的代数闭包. 
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第 I ： 章域的基本概念 


§3分裂域 • 正规扩张 


给定一个基域 P 和 FO] 的一个 n ( n ^ l ) 次多项式 f(^) f 
讨沧 /U) 的根不仅是孤立地研究 /&) 的单个柜，而且还要进一 
步研究 f ⑷ 的诸根间在 F 上的代数关系，这就需要将 f ⑷的全 
部稂放在 F 的间一个域扩张中来考虑.当 f 为有理数域时，根据 
历史上的代数墓本定理，复数域可 以充当 这样的扩域.但是当 F 
为一个素数特征的域时，复数域则无能为力.本节来研究这种扩 
张的存在性和唯一性， 

定义2取定一个基域 ir 和一个 n( K >l) 次多项式 /U), 如 
果有一个域扩张万 /f 满足 

0 /U) 在芯内完全分解成一次因式的乘积 

— * * ( a; — a n ) fO^W …, n , 

ii) E =-- F ( a { ^ - ■ ,cr n )， 

则丑 /F 叫做 fix ) 的一个分裂域 t 

定理 5 每个正次數多项式 / u ) eF [ w 有一个分裂城. 

证明对/<均的次数作归纳法.当如 g /0)= l 时， f { x ) 
- ■^(or — «)， a e 尸，显然 F 本身是 fix ') 的一个分裂域，假设当 
deg/(j)0(n>l) 时 /O ) 有一个分裂域.求促当 deg/(jr )^ 
»时，/(幻有一个分裂域.任取/(幻的一个不可约因式 
根据定理2,存在一个单代数扩张 KJF 使得 K ^ FiaO^piaO 
= 0. 于是^(幻在 h 上析出一个一次因式，因而 /0O 在&上 
至少析出一个一次因式_可设/(^0二（怎_0』）… （r —oO/Jx)， 
（方 ） 夂 L，f= 1， - 1 - 此时 deg /i(aOO, 

若 hU) 为常数，则 K ./ F 就是幻的分裂域；若 deg 
则根据归纳法假设， A (幻在上有一个分裂域 E / K lt 于是 

E - K l (a r _ { . l ,a n ) = F(a x ){a r+l ^ ,a n ) 


|3 分裂域 * 正规扩张 公63 


所以丑 / f 就是 /( W 的一个分裂域 . ■ 

推论设 deg / U )=«， 则分裂域 EJF 的次款不超过 
其次证明分裂域的唯一性. 

引理1 设疗：是一个域同构，又设尸 [>] 和，[幻 
分别为 F 和//上一元多项式坏，则 a 可以唯一地开相成环押枘 
在：+厂 ’[ y ]. 使得 占 ㈤ -: y . 

诅明根据第:一:章定坪14,映射 a 的开拓 a : f ( s )^ fa ( y ) 

/( r ) = a 0 卜..，十 a ^* 1 ^ Fix '] 

fa ( y )^= a ( a 0 )-h + or (« B ) y ft 

是一个满间态 + 而且唯一.由于 y 是 

上未定元，因而厅是一个同构 .J 
为简单起见，以后心 P 在 r [>] 到 7 Ty ] 的开拓仍记作 
A 在下^1>]的不可约多项式和 F f lyJ 的不可约多项式相对 

应. 

引理 2 设疗：^ + 7^为域同构， ^ Of ) 和 i ^< 〆 ） 为两个羊 
代數扩张，《和V 分别为 尸 [>] 中不可约多唷式 p < o ：) 和 i ^[ y ] 中 
相应的不可约多項式 J ^( y ) 的根.则可唯一地开扣成同 构 〆 ： 
PicO+F’ta ') 使得 a f (a}=a / w 

证明首先 cr 开拓成环 RI 构干是 er 诱导 
出珥同构 〆 ：尸 t >]/( pU )>—，[ y ]/(，（ y )>. 根据定理2 ,〆 
H 1 以理解为同构 F ( a )"?" J P / ( o ： / ) 使得 / 而且 cr ^ — cr p 

〆 的唯一性显然•丨 _ 

定理 e 设 a : 为一个域同构，/(怎）为尸|>]的一个 

正次數多项式 ，丨和 开’分别为 / O ) 和 广 （ X ) 在尸和 F ’ 上的分 
裂域，則 or 可以开相成同构 E — E \ 

证明对次数[[:作([:〗纳法.当[芯： =1 时 ，友二 
F ( a tr -- f a n ) F ，即 / O ) 在 F [>] 内完全分解 /(^ r ) - 
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..■ Ocr 下广 o ) - 〆 (> — a ;) - • •(>— O ’ f " 
o ( r ). a [ c /( X )， 从而 a:e 厂 ’， i = l ， …， w ， 于是 E f ^ F f { a ], 

…， of 、 定 su _ 〖这种惜况 e 然成立.假设当 m ： ry：n 
U >1) 时，定诹成立.从而证明定顶当[迟：时也成立.设 
[丑：由于 n > lj ( x ) 有一个次数>1的不 n 了约因式 〆 ; r )， 
设 《 e 五为 iKW 的一根， rif ) 为 广 O ) 的一个不可约因式，设 
v -足 广（幻在万/内的一裉 . 根据以现2，存在一个域同构疗 1: 

，（ 〆 ），它是 or 的开拓而且疗 1(<1 ) = (7 , ■此时 ，五 / F(a) 和 
EW 、 分別是 / o ) 和广 U ) 的分裂域.由于 
] ，根据定理 4 可知[忍： F ( a )]< n ，根据 Jin 纳法假设， q 可以开拓 
成间构五—五 ' 于是定理普遍成立. ■ 

推论饪意給定基域 f 和正次数多项式 / u ) efi >：]， 則 
/( 怎）在 尸上的 住意两个分裂域五， r 成尸-同杓，0而/(均在 
P 上的分裂域在同构意义下是噃一的. 

在这里指出关于分裂域的两个简 箏的 亨实.第一，若一个域 
扩张 [/ F 含有两个中间域无 / F 和 E ， fF ， 它们是同一个多项式 
/(尤）6,[>]的分裂域，则五 亡五' 因为 f ⑷在 E 内的分解 
/( 疋）= (?(；!： — 々）• •，（方一心）和在 f 内的分解— a ;) 
… （r 一<)，实质上它们都是/|>)在瓦内的分解，根据瓦|>]的 
整除理论，可知 — a ) ，…， （怎一〜)不过是($一<),…， 
U —<) 的一个排列. 所以五 = 第二，若扩张瓦 / F 的一个 

中间域； / F 是一个多项式 /(； r ) eF [>；] 的分裂域 ，则 芯 在瓦的 
任一个自同构 or 下保持不变，即 瓦. 这是因为 <7 ( X ) 
是多 项式厂 u ) 的分裂域.由于 / u 〕6 fi >]， ru ) = /( 幻. 

由上可知 a { E )^ E , 

将来就会看到，/(幻的诸根在 F 上的代数性质由它的分裂域 
苫 / F 的代数性质反映出來. 

分裂域有一个定性的刻划，就是它的正规性. 




_ S 3 分 裂域. 正规 r 张 _ 

定义 3 —个代数扩张/(/，叫做正规 扩张， kw ^ K / F ^ 
下列的怍质 : 荇的任一个不可约多项式在 K 内有一稂，则它 
在及内可以完全分解成一次闽式的乘枳. 

定理 7 —个有限扩张 凡 / F 是正规扩张的充要条件是 TiT 为 
的一个多项式的分裂域. 

证明 设 7 T / F 为一有限正规扩张.首先根据定理4的推论， 
欠可以写成 K ^ F { a x ? * , a T ) . cCi 在^上为代数的，设人0>为 

1 在卩上 的极小多项式，令由干 瓦 / W 正规， 

;=1 

每个尺（：0在欠内完全分解成一次因式乘积，因而 f ( x ) 也是达 
样，令/<方）=化一 &)… U — 札），于是反 G 反， 
d 反之显然 / itcf (芦札），所 a … ， p n 、是 
/ u ) 的分裂域， 

反之，设 K / F 为多顼式/⑻的一个分裂域，设 p ( x ) 
为尸 U ] 的任一个不可约多项式，而1在 7 T 内有一根 a . 求证 
Ph ) 在 K 内完全分解.设五// ( 是 W 均在反上的分裂域，易见五/ 
F 就是发 U ) 二 /( r ) j > U ) 在 P 上的分裂域 * 设声为；>(^) 在五 
内的任一根，则苻一个尸 （ a ) 到 F ( J ) 柄 同构 r 使得 r ( a ) = 
(K 根据定理6, r 可以开拓成五的一个自同构因为凡/ 
P 是 / O ) 的分裂域，根据上面的说明， W / QCX . 由子 aeiiT , 
从而 P = r ( a )^ K , 因此》(幻在 [ 内完全 分解. 这就证明了 
/(/ F 正规 .■ 

由定理7可知，若 E / F 是一个正规扩张，则对五的任一个中 
间域 l ， 丑 / z 也是」 n 规扩张. 

设是一个有限扩张.如果凡上一个代数扩张瓦/兀满 
足 

1) 万 / F 足正规扩张， 

2) 若中间城尸 CLC !， 包含 Z 而且1/尸正规，則 
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入/二 

则丑"广 叫做 AV F 的一个正规闭包. 

首先:证明 U : 规闭包的存在.将瓦写成 F ( a lf M _， a r ) t 

hU ) 为在 F 上的极小多项式.令 / U ): Mv )+ 取五为 

卜1 

/( 幻在 K 上的分裂域.于是 A 足 / U ) 在 F 上的一个分裂域，因而 
是 F 上的正规扩张而且包含 八 \五满足条忭 2) 是显然的.所以 
1是瓦 / F 的一个正规闭包.北次 M 明 / C /> 的正规闭包在同构意 
义下是唯一的.设 E^/F : Aj K / F 的住一 个正规 包.因为每个 
hU ) 在 W 内有裉，因而在 W 内完全分解，因而 f ( x )^£ E f 内也 
完全分解.于是五/包含 / O ) 在 F 上的一个分裂域瓦 K 由于条 
件 2 )从 A ’ CKCA " 推出丑 厂 根据定理6的推论知丑，是 
由瓦/ P 唯一决定的， 

例1设 F 为一域. /( z )'' r 2 」 a;r + & 6尸[疋丄若/(疋） 
在 AO ] 内可约， /<>) ~-(^- ci )(^- c 2 ), Ci 6 P ， 则 F ( c lf c 2 ) = 
尸躭是 / U ) 的分裂域.设 / U ) 不可约.作艽二 Pl >]/(/ U )>， 
令 a = rK /(^)， 于是反 /( 幻以 a 为裉，/(均的另 
一根 a — «〔瓦，所以瓦.二 /"( a ， 〆 ） 为/(无）的分裂域 4 
例2 /「 Q ， 有理数域， / U ) 二 （P —2)0 2 --3), 首先 
2和/ — 3在 Q [; r ] 内都不可约，作 [ x y ( x ^2 ),a = x-b 

(疋 2 —2)， X [(?(«) 是 x 2 — 2 的分裂域， x 2 -2 ^(x — a )( x - ba) m 
其次 P —3在 KO ] 内不可约.假若 W — 3在足 [>] 内可约，则存 
在一个 a 1 心 aG 使行 1 3 = a 2 + W --3 I - 2 aba = 

a 2 十2 P —3 十 2 ab a =0 , 推出 a 2 + 2 P = 3 ， -:-0, 名 : a - 0,则 
2^=3,但是不存在有理数 6 使得 M = 3/2，矛质，若 A = 则 
a 2 -=3, 也不存在存理数《使得 M — 3. 作 — 3)， 
卢二 ; r + (P — 3)，于是 E ^ K ( P ) F (a t fi ) ， f (，） 二 (x — a)(x 十 
a )( 无一办 ）0 + 方），五是 /(>) 的分裂域，[足: Q ] 
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例 3设 F :- Q ， /(幻 — 1, P 为一素数.首先 
(^ — 1)^(^), J ){ x ) = x f - l ^ 3 ^ p '- 2 ^ …+ 1. 已知 jpO ) 在 Q 上不 
可纵 作左 = Q [ W /( J >(：0). 令 S = + 于是左= 

QCO . 由于 P 为一素数3在 f 内生成一个 J > 阶循 

环群 <D = U , £，■••，而且这 J ) 个 7 C 柰恰好是^一1的全 
部裉， 它们叫做 P 次单位根.所以 QU ) = Q ( K 2 ，.〃，S 卜 1 >就 
是 V — 1的分裂域.它的次数 [ QK ): Q ] -i —1. 

例4设 F = Q ，/ U ) 二 V —2, j > 为素做，首先 / U ) 在 Q 上 
不可约•作 K = QE >]/(/( r ))， 令 or = ^ ™ a ? + (/(^)) w 于是！= 
Q ( a)，V — 2 = 0. 次数 [f : Q ]= j >, / U ) 在瓦上有分解 / U > = 

( x — a ) f x ( x) f 6左1 >]， deg 下面将看出 

hU ) 在太上是不可约的，不过暂时还不知道.在 
凡上的一个不可约囡式，作也=左! >]/( pl >))， 令卢 = ar + 
( pU )> ■于是五=冗（尽）二 Q ( a ， 芦），注意卢也是 / O ) 的一根，卢，一 
2=0但令 C = 于是而且 f = (是一个丨次 
单位根.由于 a , jff 和 j 可以互相表出，有 E ^ Q ( a t 0 )^ Q ( a t 
O . 如例3，£在五内生成一个 p 阶循环群 G >={1 J ，. -. 

那来 Ua ， …就是 V — 2 的全部根且都属于忍.所以忍 
是 V — 2的分裂域 •最 后决定次数 [ fQ ]. 由必的构造知 [#:<?] 
- LE : K 2 lK : Q^(p - l ) p r 另一方面，由定理4知[兀:<?]= ? ， 
于是 P II ：五: Q 1 由例3知 [ Q ⑴： Q ] 1 -1，从而史一1![芯：<2]， 
P 与 P — 1互素，子是 （ p - 1)；) 丨 [丑 ： QL 最后得 [ 忍: <?]=(；> — 1)；>. 
由此可知 deg 夕（|) — 1 ，从而 〆 $) = ^0), 如果将丑看作 

复蜱域 的子域，则 a 可取 ^-2 的唯一的正实根 〆 Y , (当史>2时 
V - 2 M 有一个实根)而卢可取 
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§ 4可分扩张 

前面=:节得到的結果与域的特征无关，这一节引进的槪念则 
和域的特征密 W 相关.首先遇到的是根的重数问题. 

重根域 F 上任一个正次数多项式 / U ) 在它的分裂域瓦内 
可以唯一地写成 

/( 怎卜 c (怎 一 W ] - ■ - O — 广， e ‘> l . 

m ^， …两两不同.这种分解与分裂域的选择无关，就 
是说，如果 瓦 / F 为 / U ) 的任一个分裂域，则存在火到元的一个 
同构 rHi ： 使得 AW 在犮内有分解式 

而且 I # 夂，因而这些指数 ei 与分裂域的选择无关 
叫做|(功在 K 内的〜霣根名 e ,= l 时，义叫做单根.若 e > l , 
则 A 叫做 重根. 

为了判断一个裉是否是重根，我们引进多项式的形式微商.设 

f ( x )^ a 0 x n ^ a l x H - 1 ^ -，系数属于一个域，定义 / O ) 的形 

式微商厂为 

f f { x )^ na ^^^{ rL ~\) a ^ n - 2 + ■ • - a n - U 
这个定义与系数所属的域没有关系 . 形式微商有如下的基本性质 

ii ) ( af(^y = ar ( x) f 

iii ) (/ O ) .君 (>))' =/’ UkO ) +/($) 〆 < jt >， 

iv ) x r = \ t 

这些性质在这里就不一一证明了，其实， i >， ii )， W ) 是极其明显 
的，只需证明 iii ). 对/(^)的次数作归纳法，当 f { x ) 为常数 a 
时， iH ) 即 ii ). 假设 3 deg /( ar )< n 时 iii ) 成立，直接验算可知， 
），，十，（^)，，从而 

( ax n * g ( r)Y — ( ax n Yg ( x ) ax ^ g ' ix ) . 




§4 可分扩张 


269 


由于 /( r ) 可写成 + deg / iUKX 于是由归 

纳法假设，有 

“:（a々U))’ I </j(^)g-(^)) / 

+ /iOW ⑷ 

= /’U) 於 U) + /<>)〆(>). 

引理 1 设 = « 是/<幻在它的分裂域尺内 
的一个重根，々>1,于是 

1) 苦 x ( F ) lk ，= 是 /’ O ) 的 fc — 1 重根，（当无时， 
0重根意即 r ( a )^ Q ) 

2 ) 若/(尸）丨々，则怎 = or 至少是 j ^ O ) 的 ft 重根， 

证明 在尤内 /<>)“<> — 00 & *尽（工），尽 o)#o, 于是 

/’(ar) = fc(;r —a)*々0) + (: r —a)*g’ (災） 

^{x — ay- l {kg{x} + {x^a)g f {x)) 

= ( a 7 — a ) k ~ 1 q ( x) i 

q ( x ) = kg { x )^( x — a ) g f ( x ), 

若 ，则 在尤内），〈怎 一a)Ig (: r)， 所以 i； = a 是 

/’(aO 的 A —1 重根.若；则 A=0( 在凡 内），此时 T f r ( x ) 
= { x - aYg f ( x ), x - a 至少是 } f ( x )^ k 重根 • _ 

定理 8 尸 [>] 内一个正次数多项式 f (: r ) 在它的分裂域瓦 
内无重根的充要条件是（/( X )，广 （ z ))= l . 

证明设 / U ) 在尤内无重裉， M / U ) 在 火内的 每个根 a 
郞是单根，无谂 7(F) —0或 p > Q ， 乂 ⑻ i 1，根据引理1， o 不是 

c?U) = l, 因为否则 d ( x ) 
^ K 内的®将 S /U ) 和 // U) 的公根 • 反之，设/(幻在瓦内有 
一个 L 重裉， *>1. 根据引理1， a 至少是尸(幻的 A — 1重裉， 

左 一 1>0,因而 a 是(/0)，/’1>))=^0)的根/|>)非常数，所以 
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/( 幻，尸(幻不互素 . K 

推论1 内一个不可约多项式 〆 ：0在它的分裂域内有 

重柢的充要条件是 = 

证明 裉据定理在 & 内有重根的充要条件是（〆^ 广 
j/0)) = t/0> 非常数，由干1?0)在7内不可约， d ( x )= p ( j：) y 
从而〆 但是的次数比 pU ) 低，所以〆 U) 〜 

0 . ■ 

推论2 若 x ( F )= 0 ,m 内任一不可约多项式在它的 
分裂域内只有单根. 

钲明因为任一不可约多项式 fO ) 的次数>0,设 = 
+ r >0， 千是 p ’ O ) 二 rf 1 + (r — 

l ) a〆 ’- 2 十 ..*+〜_! ，因为/(尸 ）= 0, 在尸内—0,因而 p f ( x )^ 
0,根据推论在它的分裂域内只有萆根 .I 

当 P 的特征是一个素数时，尸上的不可约多项式是否有 重根? 
为此我 们引进可分多项式的概念. 

定义4可分多项式 内一个不可约多项式: pU) 叫做 

在 F 上可分的， 如果 PU) 在它的分裂域内只有单稂.任一个非 
常数多项式叫做在 P 上可分的，如果它的每个不可 
约因式 (在 P[>〕 内）都是可分的.否则/(均叫做 F 上不 可分多 
项式. 

设瓦 /P 为任一代数扩张， a €瓦叫做，上可分元素，如果 a 
的极小多项式是 F 上可分多项式.否则 a 叫做 P 上不可分元素. 

一个代 数扩张 K/F 叫 做可分扩张， 如果 K 的每个元素在冗 
上都是圩分的.否则 A7, 叫做不可分扩张. 

根据推论2,在特征0的域上不可约多项式都是可分的，因而 
特征0的域上任何代数扩张都是可分扩张.下面来考査特征为素 
数的域上不可约多项式为不可分的情况.设; (素 数）， 
十 a * 妒 —+ .，* 为尸上一个不可约多项式.假 
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设 / U ) 为不可分，于是厂 U )_ 0八〜0 A 1,2,…，\ e 与 
时，必须 = 因而 /(^)可写成 f ( x ) - a f . r p H - U ” ！- 
…十 a„ P r mp ，令 g(.x) = a P ^ ] a 2 f x 2 十…十 则 /O)-- 

£(?)，尽 U ) 必定在尸上不可约，如果总（幻不可分，則 g ( r)X 
可写成容 （W = A (^ rrfiiAU > 在 JM : 不可约，于是 /(： r )- 
这样 / U ) 最终可3成 

f (^) = s ( x p ') } e'>lt 

在尸上是可分的，进一步考査 /( x ) 在它的分裂域内的分 
解，首先 s (>) 可分解成 s ( x )^( x - a 1 )-( a ; — a 2 )^ *(or — a T ) r 

r 

于是 / o ) = n <， — CT . O , 令炙为 X ^- Qi 的一裉，注意 

i = l 

在特征 ： p 的域内恒有等式 (《 十卢 ） f = a p 卜 ，于是 

f A = 一卢广 = (疋一良）' 

于是得到 / U ) 的最斫分解式 

/⑷ = n (，— ％)= jj (，— 良广 ■ 

因此在特怔 p 的域上一个不可分的不可约多项式的每个根有楣问 
的重数，扣重数为$的一个方幂. 

下面举一例说明确实存在不可分的不可约多项式.令 F ,= 
z 八 i >)， F〆 *) 为一元多项式环 F J ^]的商域，令 F 作 
为我们的基域，在 F [ x ] 内取 fU ) = V — t t 为了说明/<1)在 f 
上不可约，我们需要 

引理2设 F 为一特征: K 素数）的域 ， a €尸，則 J p — a 在丨 
上不可约或者完全分解成 x r — a = {x — by i b ^ F t 

证明若 a 在尸 内 可开丨 次方，即 a = 尸，则 F — a = 

x ^ b ^{^~ b )\ 假设 a 在 F 内不能幵 J ) 次方，证明 V — a 在 
F 上不可约■假设 a 在 F [>] 内分解成 x ，一 a = /{>>. 
gU )，/ U ) 的次数 r 适旮 Kr < P ， 把这个分解籴到 V — a 的分裂 
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域 AT 肉去考追，设 a 为？ 一 a 在 AT 内一根， T 是 i p — a -二 x v — 
a p =( x - ay = f ( ji ：) g(^) f 从 ffli/(r)「"（r a) r =^x r + •.，+ 
(一1):0£『£7[疋]， a 7 F 但是 a p — a ^ F , 且 （r，p) 二 1，令找 r + 
” =1，于是《=^^+”=(/)*^£匕0将在 P 内可开 P 次方，矛 

盾. 

再冋到 /U)=F — «，f 在， = F〆#) 内不能开 P 次方.因为， 
若存在一个 &=A(f)/gr(0，/KO, 尽 <OeF P l^〕 使得 注意 

F # 的元紊适合于是 

t =^=( h ( t )/ go)y 

^h(ty/g(ty = h(tn/g(n 

将冇 = 这在 F p [ n 内不可能成立，所以在 

，上不可约.由于 — OkjpF - ko , 所以 I 在 P h 是不 
可分的. 

这一卞的后部分讨论嵌人与可分性的关系问题 . 

设 K / F 为一个有限扩张，为一个包含 K 的任意正规扩 
张. 设为瓦 / F 的任一中 间域. 如果一个同态丑保持 F 
的元桌不 Wh 则 r 叫做 i ： 到足的一个嵌人即问态.对于瓦 /P 
的任意两个中间域 1^，1^，若1^〔1^ 而且 i 2 到 W 的嵌入 r 2 
限制在 M 上等 于心到 五的嵌入^，则 r 2 叫做^在1 2 上的 
一个开拓< 对于的中间域 i 的一个尸-嵌入 r 和一个在 i： 
上的不可约多项式 g($)， 若君 U) 在瓦内有一根 a， 则 以幻在 r 
下的象在 E 内就完全分解成一次因式的乘积.这是因为， 
设厂|>]为 a 在尸上的极小多项式_由子五包含火而且 
在 F [: /&) 在 E 内就完全分解成一次因式的乘积，另一 

方面 4(4 与/(4有公根 h 贫 U) 在 i 上不可约，于是茗0)| 
/<>)，/(>> = 穿 O).A(r) ，々 UK'iOIL 作用 r ， /0)= ( 怎） 

A T (>), 从而 ^ r (^)l /(^). 所以 f (>) 在芯内也完全分解成一次 
因式的乘积. 
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引理 3 i K / F 为一有限扩张 ，忑 为包含 K 的任一正规 
扩张. X / F 为 火 / y 的一个中间域， d +五 是一个嵌入， 
为任意元素.則 r 在 i ( ar ) 上的不同的开紅数 Niv^LCa)) 
等于《的极小多项式的不同根的个數.因而 W ( r ， i ( o ))<[ i ( a ): 

等号成立当且仅当 a 是 i 上可分元 4 

证明设为《在 i _^的极小多项式，根 据上而 的说明， 
g T U) 在#内完仝分解成-次闽式的 乘积： 心）… 
(: r — 义）， 7^-[i(a):L], r 在 iU ) 上任一开拓 a 将 cr 映到 
f O) 的一根 CT 0)，cr 由 a 的象 <^a) 唯一决定.因而不同的开拓 
将《映到不同的根，反之，对¥(忠）的住一根冷，根据本章 §3 引 
理2,存在 r 的一个开拓 c 使得这样得到 r 在 1(a) 
上的开拓数# (r，Z(«)> 等于 f (^)的相异根的个数，也就是 
gU ) 的相异根的个数，记作〜显然，等号成立当且仅当 
贫（均 是厶上 可分多项式即《是 i 上可分元 .■ 

说明 r 在 L ( a ) 上的开拓数 YCr / Ca )) 只与 a 有关，与 r 
的选取无关，因此互 ( r , Z ( a )) 等于 i («) 的 i - 嵌入数， 即 t = 1 
的情况. 

定理 9设1/尸为一个有限扩张，五 AP 为包含兀的正规扩 
张_則瓦到五内的嵌入數等号成立当而丑仅当 
尸是可分护张. 

证明有限扩张足/尸可写成 令 F 0 = 
…， F T = F 卜、 ( a r ) = K . 尸 ㈠ 到五的任一尸一嵌 
人在上的开拓数 记作及 由引理3下面的说明， 
这个数与的选取无关.首先证明 
(1) N(F Q ， F' 、 N(F u F 2 ) ， “N(F f _ u P T )=N{F t K). 

表示火 到五的妒-嵌入数.对 r 作归纳法.当 r = i 
时，显然*假设当生成元的个数小于 r 时成立 • 求证生成元的个 
数为 r 时成立 4 由！ H 纳法假设存 
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N(F 0 ,F l )-^^(F r ^,F r - l ) = ^(F i F T .. i ). 

根据引理3, F r _ t 的每个，嵌入在火上可卉拓成 N ( F t ^ u F r ) 
个兀的嵌人，而且欠的任一个 F - 嵌入必足 h 的某个#- 
嵌人的开拓.因而有冗（匕 r )= 冗 （ F ， iO . 与 
上式联合得到（ IX 再根据引理3,有 

由（1)， （2) 以及域的次数公式就得 
(3) N(F 

其次证明定理的第二部分，假设兀在 P 上可分.则每个 a , 是 P 
上可分元，当然也是上的可分元.根据引理3, (2> 中对 r 二 
1， • ■ 都取等号，从而由 （1) 可知(3>中的等号 成立， 反之，假设 

是不可分扩张.设《 €瓦是 f 上一个不可分元.那末取 
= a 作为第一个生成元 • 根据引理3,有。〈[广： 
fo ]， 从而得 N { F y K )< lK : F ^ 这样就证明了定理的第二部 
分. ■ 

推论设五/#为有限正规扩张， G 为万的全部尸-自同构组 
成的群， n>]\G \ 等号成立当且仅当丑/尸是可分扩 

张. 


证明在定理 9 中令忍.对于忍到自身的任一个嵌 
人汀有 j>< 芯） ：尸 ]=[ 及：尸]，从而 a(i7) = 見因而 a 是一个 
自同构.反之显然，雇 

定理10设 X 为有恨 扩张火 / F 的任一中间域.則咒/尸是 
可分栌张当而 JL 杈当 A ：/ i 和1/ 尸 都是可分的， 

证明必要性显然.证充分性.设 允 / i 和 i / F 为可分扩 
张.根据定理 9 的第一部分的证明，可知嵌入数有等式 1( 尸， 
K )^ N ( F t L ) N ( L ? K ), 因为反 AL 和都"了分，裉据定理 
9，有 = 和友 （ iM 0 = [ i : F ]. 由域的次数公 

式即得々（尸，瓦）二[兀』] + W 由定理9可知 A7F 是可分的，匿 
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说明定理10不限于有限扩张，对代数扩张也成立，读者自 
己证明之. 

由定理 10 不难证 明 

推论 1 在代數圹張 X /尸中可分元素的和、差 | 积.商 （0 不 
作除數）都是可分的， | 

推论2 —个可分多项式的分 r 域是可分的， ■ 

推论2与定邱 .7 联合得到 

定理 11 一个有限护张兀 // 是可分正規的充要条件是迟是 
尸上一个可分多項式的分裂域._ 

设 K/F 为任 一代数扩张， 表系尤中 全部可分元素组成的 
集合.根据推论是[的一个中间域，叫做 P 在反中的可 
分闭包_当特征 = 0 时，仏=[!当；素数/时 ， A 
有可能小于尤，设 兀#尺,+ 对于任一^^咒， a 在 7 ir a 上的极小 
多项式 / O ) 可写成 A $) =《（ 〆 ）， gO 为一个 r 次不 
可约可分多项式. 貧（幻 必须是一次的 • 因为彡 是尽 (幻的 
根，因而点在 is ：, 上可分.根据定理10及其说明 ，存是 F 上可分 
元， 芦属于因而 gO ) 是一次的，貧(>)=^一泛，于是 
/ U ): = ^ r ^ —良 当 £ ^圮时3>1«的，次冪落入八7这种 
元素叫做反 s 上绅不可分元， f { x )-= x ft -^ 叫做五，上纯不可分 
多项式，反叫做火，上纯不可分扩张. 

§ 5 有限域 

有限域又叫伽罗瓦域，是由伽罗瓦首先提出而得名的.有限 
域的特征显然只能是素数.它是一类很重要的域，它有很好的性 
质而且还有很重要的应用.在笫一章中对每个素数 p 已经给出一 
个特征 P 的域，即整数模： p 的剩余类域 F p - Z /(^), 在这一节应 
用分裂域的结果对每个素数我们将提出全部 特征： p 的有限 
域， 
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VkK 为一个特征的冇限域.子是 X 包含 F P 作4 了城. 
K 然地可以否成 F , 上的而限维线性空间.设 X 对 F, 的维数 
为……，… ■，心 力它的 - 基， 丁； i &的毎个元劣^可以唯 •地 
衮成〜，..*，、的线性组合 

a = a x u x 4-^ a n u ri , «, 6F P , 

* ■ - ? o B 可以独 （ r . 地取 0 5 lj * * * ? p —1. 因而 K 恰由： p n 个元素 
机成， 因而这对 A ' 的基数作出了规定. i 的基数只能是它的特征 
的一个方幂，幂指数等于£对的维数，也是 X 对 F , 的次数. 

K 次， 尤的全 部非苓 元素尤 •组成一个圹 一1 阶乘法群.根 
据拉格朗日定理，反*的每个元素都是方程 = l 的根，因而 X 
的飪个元素都是 ，一 n 的根. 但是 = 0 在兀内最多 
有 P n 个根， 所以允 的元素恰好是 $ pn — $的全部根.由于 F p dK 
可知 K 是一:*;在 F , 上的分裂域.这就证明下列定理的唯一 
性部分. 

定理12对每个素数 p 和任一正整敫 w ， 存在一个唯一的 
P n 个无素的有限域，它就是 — r 在 F , 上的分裂域.除此之卟 
无其它 炉个元 素的有限域. 

证明 设丑是 — r 在 F p 上的分裂域.首先证明，一 x 
在忍内有炉个不同的根.由于微商一二— 1 二 
一1，且一1=^=0，所以 1’"一 $只有单根 . 于是 V " — ^在瓦内有 
| j"；=g 个不同的根，设为 ％,，..， a ,. 令反二^^， **., a q } t 
证 明反 是芯的…个子域 • 对子 a ，0亡 _K t 有 a pn = a ， /5 pn = 芦 } 千 
是 

(f) r =♦=# ， ㈣. 


从而 《，-- 多， 1( 卢今 0) 属于 i ：， 显然所以反是芯的子域_ 
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^ iKK ^ p ^ 个元素的有限域.这就证明了定理的存在性部分. 
至 f 昃 _- 五则是显然的 .画 

p n 个元素的冇限域习惯 U 成<?，(，)或 F , f q ^ p \ 

最后指出有限域有一个很重要的白同构即弗罗贝纽 
斯 （ FTobenius ) ft 同构.利用特征 p >0 的域的一条性质 （d + £0 f 
- V ,作一个 Gr < 〆 ） 到自身的映射 C 73 ㈠ f . C 7 满足 
cr(^ff h y) - (j; y) p ^=s F ^ y p =a(^) +o(y) 
a ( a ;- y )= r ( x * yy -=( T ( x )^ cr ( y') t 

内而 cr 是一个自间态，其次， a 是单的.因为若 cr ( W 二 < r ( y )， 则 
V = x p — y v ^= (x — y) p = O t 从而 a — y 二0即 x = y . 由于 
G 尸 （ P B $ 有限，单射必然是满的.所以 a 是 G 尸 （ f ) 的一个自同 
构.它叫做&，化，的弗罗贝纽斯自同构.^显然保持 F , 的元素 
不动，因 W ^是一个自间构， 

作为弗罗贝纽斯自问构的一个推论， OF ( p n ) 的毎个元素 a 
可以开 P 次方.因为 a 是满射， a 在 o ■下有一个原象 = 

即 P = a ，所以 &是 a 的一个 P 次方根.由于 a 的单一性， a 的 P 
次方根是唯一的. 

§ 6分圓域 

设 P 是一个 素域. 就是说，当特征;^户）=0时， P = Q ， 有理 
数域；当义（户）=》素数时， P 二 F ,，： p 个元素的域.设《为正整 
数.这一节的目的是讨论 F — 1 在 P 上的分裂域五，主要决定次 
数[友： P ]. 当=素数 J 而且时 ， n nj ' 写成 m = 
( n f , p )^ l ^ 此时 f 一 l = O n ’一 1)”，： r n — 1 和 〆 1 l 在尸上有 
相同的分裂域.因此，当; ^尸） =素数时，总是假定 （ rt ， 幻 
=1 . 

首先，因为微商 （ w —1) 〜 a ?- 1 与 o , 它 sj /— 1互素 , m 
在分裂域五中只有单根 _ 因而？一 1在五内有 n 个不间的裉，毎 
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个根 C 适旮 C = 叫做一个 n 次单位揋，这 n 个 B 次单位根在 
瓦内形成一个乘法群，记作 G 叫做〃次承位稂群.根据第三 
章§7定理19可知 G 是一个循环群. G 的每个生成元叫做本原 
n 次单位根，设£为一个本原《次单位根，则 C 3 2 , …， 
i ^ 1 }， 而且。为《次本原萆位根当而且仅当 （ v ，《) = l . 因而《 
次本原单位根有炉 O ) 个为欧拉函数.本原》次单位根不 
能是 fr : 何 v — 1 的根，其中且 

Jt; 次,？一1的分裂域忍是由它的仝部稂在 P 上生成的，实耘 
上瓦可由一个本原 n 次单位根 S 生成，因而忍是 P 上的一个单扩 
张，丑， PU ) 4 最府来确定 W/P 的次数.分两种情况讨论. 

1) ；^户）=素数 A 此时户 =6，（《，多 ）= ：[■ 设[龙： F ,] = r ， 

由§4吋知，$是 炉个元 素的有限域， 起 = GF ( p ”. 设右为口 
mod «的指数，即最小正整数 e 使得 〆 3 l<mod to ). 我们求证 
e = —方面乘法群龙 | 是一个，一 1阶群而且包含 w 阶单位稂 
群仏因而 n |，一 根据指数定义 e < r . 另一方面，由干 
«| 〆 一1， 〆 一1阶乘法群(，广因为是循环的，它包含一个》 
阶循环群即 w 次萆位稂群 G . 因而包含五，比较域的 
基数可知所以 r = t 设 = f … . + 〜为 
t 的极小多顼式 ，+ eF ,. 将弗罗贝纽斯自同构 a 作用于 fU ) 得 
a(S) r + ajcr(S) r-i + ■ — + a T ^C pr + 十 ". + a r = 0 , (这 

里即茗 •同 理，^^，…，^^是“幻的全部稂. 

2) ^(^)-0. 此时 PtQ , 设 /($) 为 i 的极小多项式.于 
是[仏<?]=心 6 /(^)+ 求证 deg/(j;); 炉 (>) ，由下 /(^) |ar n ^l 
但/0> 1 3 £ d — \, d < n ^ 因而 /U ) 与 ^ -1 互素，所以 /(>) 的 
梠只能是本原《次单位根.其次证明每个本原 a 次申-位稂都是 
/U) 的根.为此先证明一个基本省实：对十 /U) 的 ffi— 根（和 
任一与《互素的素数 C 也是 /( 幻的 一根， 反证法，假设 f 
不是 /O ) 的根， C 的极小多项式记作貧^).则 / U) 与尽 （$) 
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互紊，从 / ( 幻 — 1 有 /( T ) 互 <>) 丨 /一 1. ’一 1 

可写成？ 一 1=-」/(幻公(方01>),注意/0)与公(>)的首项系数 
为1，裉据高斯引®， / U )， gO )， Ai >) 都是整系数多顼式.另一 
方面，貧 ㈠ ）以^为根，则以 S 为根.从而 / O ) k ( y ) 而 
有 €" O p ) = /($)1(^)，2($)也是整系数多项式.在自然同态 
Z ^ r ]— Z /( iO |>] 下，/»， …的 象记作 /( 幻，"，. ？一 1的象 
仍记作 f 一 1.( 注意前者 w — lezk ]， 后者， 一1 S ；£/(?)!>；]) 
子是有 

(2) g(x p )^f(x)q(w). 

将尽（太）明确写出€"(怎）=，十卜： b { ez . 于是 
犮 = 6 〆 :-出+ …+ fc r ， L 6 F P , 注意 而 

V 1 十…+5/二 gU )' 因而 （2) 变成 

(3) g (^ y = J (^) q (^). 

由于 O = — 1在它的分裂域 E /¥ ? 内无重根，从 （1) 式可 

知与忌 U ) 互素.但是由 （3) 式可知， / U ) 整除^幻'而 
^ deg f ( x )> O t 因而 fU ) 不能与，（幻互柰.这足一个矛盾. 
所以 P 必须是/(幻的一裉.利用这个基本事实可证任一本原於 
次单位根 S 都是 /( 幻的根.因为 S 可以表成 ( v ，）= l , 
将”分解成桌因子的积 vun \ fuR ( p ： t n )^ i t 令 G 二 £， 
G = = …■，“ 二 - Ch , T 是裉据基本事实可知， 

若 G 为 / U ) 的一根，则 6 +1 也是 / O ) 的一根，现在 L = < 为 
/ U ) 的一根.从而推出 K 也是 / U ) 的一根，这就证明了 
/(均的全部裉恰好是全部本原 R 次单位裉.特別， deg /(^) = 

炉 o). 

綜上所述得到 

荬理13设 P 为一个素域，《为一正整数，当 /( 尸）；素敫 P 
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时假定（'：?)=， 1. 又设 五为， 一1 在尸上的分裂域. 则丑 /P 是 
一个单扩张，可由任一本原 Ji 次单位根 （生成 苫=尸（<).而五 

i ) 苦 ； T < P ) = 素數》，则 [ H ^] = r ， 其中 r 为 pmodn 的指 
數. 而 JU 的极小多项式： — 00— D _., (疋一£，「，■). 

ii ) 若則[五：(3]二炉（幻，其宁采 U ) 为欧拉函數，而 
且4的极小多项式 0 O )= "Q o — o . cP ( jt ) 叫做分圆多项 

Cr , ft> =1 

式 ，茗二 Q(£) 叫做 n 次分画域，_ 

裉据定理13, ii ) 我们可以做出 M — i 在 Q 上的分解式，对 
拉的飪个因+夂有一个分圆多项式 0,0), 它的全部裉恰好是全 
部本原 rf 次单位根.根据定理13, 是一个炉 ( rf > 次整系 

数不可约多项式而見 0 iO ) = r — i . 对于 w 的不 
同因子 cf “£ i 2 A rf [ 0) 与％(: r ) 互素. 反之，的每个根必是 
某个中 〆 幻的根.因此得到，一 1的分解式 

疋 " — 1 = 11 氕（幻. 

比较上式两边的次数，我们重新得到在零章§ 5中得到过的公式 

71 if 炉⑷， 

分圆多项式也可以用 〆 一1 表示出来.这需要用到墨比乌斯 
阑数 P ( n ). 〆 幻嚴定 义在正整数上的函数，其定义如下 
1，当 /i 一 1 

"(70^(— 1)、当为素数， J ?# 几，夂 
^)，当《含素数平方因子. 

PU ) 有一条 很重要 的性质 


U 卩⑷= 


1,当 
0,当 


证明当 u 二 1时，显然. 设 而且 n ^ pl 1 •- ■ j?; r 为 
素因子标准分解式， ^>1. 根据 〆 ？0的定义，不难看出 



而且 


阳分圆域 

Y 2 "(") = … Pr . 

efjn- 


2$1 


X >( rf ) = l + Y 1 ^( Py ^^ ipy ^ — ^MpyJ 

d\n / ] Oi<，"c v,<r 

r 

卜 0 * ■ 

i-i 

最后我们证明 

证明注意上式右端只含〃次单位根.设 S 为任一#次黾位 
稂.只要数一数因式 T 一（在右端出现的次数， C 的阶设为 d!J 

Sk d — 1当而且仅当 rn 当 AW 时，若； = 

则在分子上出现一次，若 = — 1时， x - t 在分母上出 
现一次，因此 S 在右端出现的次数应为 

iiijifh ^ a / 

它等于 

n 40 ， 

^i JT 7 

因此当 d l < n 时 U — C ) 在右端不出现，当匀二》时，怆出现 
一次，这就证明了上述公式 . 丨 _ 

例1 0 12 0) = 0 13 — ： L)(V — 1 广 （ J ；* 一 1广1 ( 疋2一1)=(疋6 

+ 1) U 2 + 1 广 t 。 〆 一 iT 2 十： L . 

例2 ?为一 素数， 

「 （f —1)0 — l)-^^ 卜 1 + 无 2 -2 + … +1. 
cfV = ( ， r _-i)U flf l —1) - 】 = 不 0- 川卜 1 十幻卜 1 + •., _ + 
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§ 7 完全域 

戒虓尸应凡备什么条件使得 P 上每个不 nT 约多项式都是4分 

的. 

定义5 —个域，称为完全域，若 Fl ^ 中毎个不吋约多项 
式都是可分的. 

特征0 的域是完全的. 

§ 4 中的例子 F , = Z /( p )， P 二⑴不是完全的， 

定理14 一个特征力（素 敷） 的域 P 是完全的充要条件是尸 
的每个元素在厂内可开丨次方，即 F p =^ F f 其中 F F = { a T \ a ^ 
F }. 

s 

证明若则存在一个元素尸但是 a ^ F^ s U|J « 
在■^内不能开 P 次方，裉据§ 4引理 2 5 t p — a 在 F 上不可约，但是 
’一 a 不可分，所以妒不完全，设求征中每个不可 
约多顶式都是可分的.反证法，假若 ■?"[>] 中有一个不可分的不 
可约多项式/(幻，因为它不可分，根据§ 4 的 in / u ) 可写成 

其中 = . -f 怛是因为 F p ^ F t 

^在尸内可开 P 次方，即 bi ^ cf t CieF t ♦ h ( x )= 芯饰+ Ci x m -' + 
…十、，将有 


/ U ) 将在 尸中是可约的，矛盾 t | 

推论1 有限域是完全的. 

证明设 f 为一特征 i >> o 的有 限域. 裉据 § 5 ， ir 柯一个弗 
罗贝纽斯自同构 <7,它将允素 a 映到山于疗是满射 ，^ FP _ 
所以厂是完全域 .I 

推论2完全域上的代数犷张迮是定全的. 





木原元柰 


证明设 F 为一个完全域， X /尸为 i 代数扩张，若尸的特征 
为0,则夏当然是完全的，因此不妨设；^尸） =- jp >0. 对任 一 aG 
I ，考虑中阆域芯二 F ( a ), 芯有一个自同态 a :； rAf ，在这个自 
同态下 /( 五而且 a ( a ) 在 a (，） 上的次数等于 a 
在/ 7 上的次数，由于 F 完全，尸，于是[万、 F ] 二 
所以广=芯，于是 P = 及，因而 X 完全， ■ 

§ 8本原元素 

我们考虑这样一个问题，即一个有限扩张反/，在什么条件 
下是单扩张. 

设尺/， 为一个有限扩张，如果 Y 可以添加一个元素 a 到尸 
上而得到尤则 a 叫做 兀 / p 的一个本原元素.因此，一 
个有限扩张及是否是单扩张，就看 它有没有本原元素. 

首先看有限域上的有限扩张.设/ T 为一个有限域，含2个元 
素， [/ F 为 rt 次扩张，士，…^〜为它的一基，于是兄的每个元素 
a 可以唯一地表成 a 二 a !〜 + *.，十 a n a n , a^F , 由此可知，凡包 
含 3 n 个元素，因此 欠也是 一个冇限域.瓦的非零元索组成的乘法 
群 X" 足一个有限交换群，根据 第二章 § 7 定理是一个循环 
群，设 a 为兀*的一个生成元 • 显然有 A ' F { a ), 因而《为兀// 
的一个本原元素.但是 K / F 的一个木原元素不一定是昃•的生 
成元 + 于是得 

有限域上的有限扩张瑯是单扩张， 

定理15设 K/F 为一个有限扩张，如果将尤写成厂= 
/(〜，•• _， a ) 使得 a 2 ，-.*， i 是可分充，则咒/ 尸是 单扩张， 

证明根据上面的讨论，不妨设 F 为无限域，对 r 作归纳法， 
先证 r 二2的情况，设艽 J)， 卢为可分元，求证X/尸为单 
扩张.设/(幻，紅（均分别为《和卢的极小多项式，并设五/X为 
f 〔 x ) 尽（无）在兀上的分裂域， A = a，a 2 .. ■ ，〜和3 =見，卢 2 , * ， - * ， 
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火分別为/(4和在万内的全部根，考虑下列方程 

因为每个方裎在 /内 只苻一个解，方程个数有限 
而^的元素无限，因而存在一个 c e P 使得 

c 异# c ^ + cU^L 

对所有卜 fe ， i ， 只要 j # U 令0 + cjSi，M /(0 — d ) 和於（太） 

仅有公共根卢!，因为 I — A 是发 U ) 的单因式，所以/(沒一 C ： r ) 和 
的最大公因式为^一&，注意 f (9~ c ^ m 尽 O ) 的系數都属 
于，在 F ($)\： x 2 内存在两个多项式 和使得 
私（光 ）/( 没一 a ) 十幻 O ) 紅 = 卢】 ，因而禹 e 尸（沒），跟着«!= 
fl—cAe 所以 FU ， J^)C F (9 ) t 反之显然 F (0 )c 

尸 （《， J 3)， 因而 F ( a t 0)^= F ( O) t 其次，将灭写成 F ( a l 7 a 2f ^- t 
a r ) f ^ 2 > *. *， a f 为可分元，于是 f a r ) = F (a ir 
… Pn ) (〜），对^作归纳法:根据归纳法假设 』 （W ■. 

可写成 F ( a) t 于是 ^ = 再稂据上而的证明， F ( a ， a r ) 

又可写成，（沒），于是尤 | 

推论 有隊可分扩张含有本原元素，因而是一个羊扩 
张， 

证明显然， | 

§ 9迹与范数 

迹和范数是域论和代数中经常遇到的概念.有许多重要性质 
可以通过迹与范数反映出来. 

设左 / P 为域 P 上任一有限扩张‘ x 可看作 p 上有限维线性 
空间，利用域的乘法可以得到域 I 的一个矩阵表尕， 取定 K/F 
的一基 社1，* . ，，、， K 的每个元素 a 在六―上 W 起一个线性变换 
tT r : x ^ a ^ x ? xeK t 〜在基〜，•…， Wj | 下的矩阵记作 A = ( a “）, 
则有 
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a T ( u } , * - * , u n ) = ( au t ，… f au n )-.~. ^ y u n )A , 

用 A 表示 F 上的一个未定元， X 表示 n x 的黾位矩阵， ^ UE-A 
叫做^ (在基 A 下）的特征矩阵，行列式尸 （ A )= \ XE ^ A \ 叫做 a 
的特征多项式 ， _*l a nfi m \ A ] 分別叫做《的 达和范 

败.记成 

T^(a) ^(a u h a 32 + … h a nn ), 

的 (《) H 札 

将 P ( 乂）写出 i^(A) = A n 十 a 】』™ -1 + - - ■ + a n ， 则 
n(a)--，- aj , i^ (ff) = ( — ir 〜， 

根据线性代数的知识， a 的特征多项式是不依赖于基的选取的，因 
而 a 的迹和范数也就不依赖于基的选取，而且在同一基下若元素 
a 和卢 （e A ) 所对应的矩阵分别为则 aa ^ b /3( a f beF ) 
和 a •芦所对应的矩阵分別为4万和 AB , W 此我们得到迹 
和范数的基本性质如下 ； 

i ) T K ,{ aa -\ bp ) = aT ^ F { a )^ bT ^{ p )\ a , beF t 

ii ) 

lii) Ni(acc)=a n ^^(a),aeF*^ 

显然 Tf (0)=0， Wf ( l ) = l . 

定理 16 是 &作为 尸上线性空间 到尸的 线性 映射. 特别 

是加法群反到加法蛘尸的巧志.它或者是一个满同态，或者 
是一个零同态.是乘法群丸到乘法群尸*的一个同态. 

证明 由性质 i ) 可知是一个线性映射，只须指出，若 Tf 不 
是零同态，则它是满间态.因为存在一个 a 使得 = a 声 
0. 于是对任意有巧（如） 二 ; cTf ( cf ) =《 a ， F 在：下的 
象集为尸 .fl =/\由 ii > 可知是犮*到的群同态._ 

注决定 K 在^^下的象是一个重要而复杂的问题.以后还 
有机会讨论这个问题. 

下面的方法吿诉我们，计算一个元素 a 的迹与范数不必在 
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K / F 内去计算，只要在 F ( a )/ F 内计算就够了，利用迹与范数 
和墓的选取无关这一优点，我们取定尤对 FU ) 的一基 
〜，又取定 a ) 对尸的一基 Wi ,— * , w t , 于是就构成九对 P 
的一基，令 

⑴ aw ^ E …， 

* 二1 

A = ( a *;)， 于是在 F ( a)/F 的基％下，《所对应的矩阵为 
因而 


打仏）^ !>“， r ( a )= | 山 1 4 

1 = 1 

其中 = 将〜乘 （1) 式得 

于是在五7尸的基 ％〜，•"， y > s v lr w x v 2 ^^ y w t v 2r ^ * ^ w { v T ^ * - ? 
下 a 所对应的矩阵为准对角形 


A = Al 

» 

\o 



由此得到下列公式 


( 2 ) 


⑷， 

Nf ( a ')=^ N ^( a )% 


r = lK:FJ t F t = F(a). 


令 F ,{ A )^\ XE ^ 矻| ， 其中 E , 为 sx.s 单位矩阵，則 F l ( A)yija 
作为 FJF 的元素的特征多项式.而^；1)二丨/1五二 ] |是 a 作为 
KIF 的元素的特征多项式，它们的关系为 
(3) FiA ^ F^AY 7 r = lK : FJ . 

根据上而的讨论，在任意有限扩张屮迹与范数的计算归结为 
在单代数扩张中本原元由的迹与范数的计算， 
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理1 设反//〃是一个单代数扩张 A — 为它的 
极小多哺式，并设在它的分裂域 E ! F 汽 /U) 二 O—A) ( x -- e 2 ) 
■ - .(z --I ), 又设 cr, 为 K 到五的 w 个 尸-嵌 入使得 
里，若卩，为 r 重根，则1重复 r 次.因此 •，心可能 有相同 
的）于是 


(4) 


T ^( a )= a L ( a ) ~{-< T 2 ( a ) + …十 o %‘（ a )， 




Nf ( a )=( r l ( a ) a 2 ( a )* ^ a n ( a) m 
证明首先证明当 ^ = 0 时引理成立， 

令 / U ) 二，十 hW - 1 十 ..*+〜• 0 在 AT/F 的基 1，(?，"* 

下对应的矩阵为 


/0 


A 


a . 


0 — a ^ 


at 


由计算 0 的特征多项式 F ( A )=\ AI ~ A \^ f ( X ) = X ^ a ^ 
+ 于是得 = (一1 广〜即 得⑷‘ 

其次设 aeK 为任意元素，令 = ,/ iU ) 为《的极小多 

项式，井在五内分解成 / i ( i ) = ( 怎一0^)0 — %)… (x — a t ) , 

r = v - 设 L 为 A 到五内的 I - 嵌人使得 r _(«) 二于是，根据 

上面的讨论有 

T^(a) =n(a) + * . ■ + r,(a) • 

■^ f ' Ccr ) = Ti ( a ) * * 

根据 (2)， 得 

⑸ T 》( a ) rir ^ a ) + ... + r ,{>)), 

A 7 f ( a ) 二 （ r !( a ) … ’（ a ))' 


288 第 L 彀域的基本槪念 

另一方面，毎个 A 是某个 T y 在允上 的开拓，摘而 1( a ) 是八(均的 

n 

根.令贫 U ) 二 | 1 ( I — AO )) •则茗（疋） 6 FO ] 而且茗（疋）的每 
■ ! 

个根都是不可约多项式 / ib ) 的裉，发 U ) 只能是 f t ( a ;) 的 一个方 
¥，比较次数得 g (^) = fi (^)\ 由此可知 


i-'l i^l 

ft S 

IT r II r ^«) r . 

*- 1 I-i 

与 (5) 联系起来即得 （4) .于是引理一般成立 .I 
^ 引理2设凡/尸为单代数扩张，0为任一本原元素， 
则 

i ) 若允 / F 不可分，则❼二 G . 

ii ) ^ K/F 可分，則 7^( W )， f =0， l ，2， H . 不全为 0. 

证明设 / U ) 为6的极小多项式，祚分裂域万中 / U ) = 
(方一心）".（疋一化）. a . 为尤到 及中的嵌入 使得％ (沒 

i > 设九/尸不可分，则，的特征为一素数 P ，而且0在尸上 
不可分 • 于是 f (^) 4写成 /(aO = &( V )， 其中&(3?)€/(>]为 
一 r 次不可约多项式、因此 /{>) 只有 r 个不同的裉，记为“，•• . T 
W ， 毎个 W 是一个圹重根，根据引理1，有 

Tfifi} 二 0^(0) + * …+ °"hC^) ~ 十没 2+*** 十没 H 

=〆( 没 i i ， * . +^；) = 0. 

ii ) 设九/厂可分，则 / U ) 可分，它的根 6» lt ..、 i 9 n 两两不 
间.此財 

( O ') — OilO *) r - - - - ~b CT n ((? < ) 

，二 …+ < r n (oy 

二% + ■ ，•十和， i 二 0,1,2,，.、 





趙 ^ 

反证法.假如…+仝为 0 ，T 是将有 

0 \^ 0 ^ f - f ^ 二 0 d - 0 ， 1，•…， — 1 . 

从而推出范德蒙行列式丨=0, i \[^ 心，…，❹, 两两不等，这是 
一个矛盾，所以^?(屮），“0，1，-^^--；|不能全为0.| 

定理17 设 K/F 为一个有限扩张•迹映射是一 
个满司态当而卫仅当 K / F 是可分扩张. 

证明 X ^ K/F " f 分，啊根据定理15的推论，是一个单 
扩张- K --- F ( O ), 根据引理2,巧（屮） i -_0 山; S T -" 不全为0.因 
而7^不是零同态 # 冉根据定理是…个满间态.反之，设 
AT/P 为一个不可分扩张.求证巧足一个零冋态.对次数 
作! H 纳法，假设 [； H ]< ft 时为零同态.设 [ IF ] 二 
^由于瓦 / F 不可分， r (尸）为一素数 P 而且显然》 | [疋 ：尸] .因 
而对于 P 的每个元素《，有？^(»> 〜- ra.a =0. 设 为尤的 任一元 
素但令 F 厂-，<«),贝扎2^^]>1，此时 
可应用公式(2)， 

Tf(a)=r^T^(a) t r^iK:F^. 

由于 K / F 不可分，根据定理和 A7L 两者中必有一个 
是不可分扩张，若， J 尸不4分，则裉据引理 2，TP(a) = 0, 因 
而 KO) = 0, 若 iiT/A 不可分，则 p \ r m 因而也有 Tf(a) 二 0. 
总之于是对[的所有元素《 ， Tf ( o )=0. 所以是 
一个零同态 . I 


习 顯 

1，设 允 / F 为一个有限域扩张，且[艽： F ] 二； p 为一 索數. 怔明：任一元 
索 jfiT / jp 在 F J ： 生成芨，即 

2.设 K / F^j -有限扩张， a 6 允是 P 上一个 t ? 次元素，則 rtinPL 
3 ‘ 设 Z ， 况 为域艽 的两个子域，尤中包含 i 和 M 的一切子域的交叫做 
子域 i 和 il / 在艽中的复合域，记作1*也，证明 

(1) 设 mAZ - P ， 若 i 和办分别由子集 ■和 7 1 在 P 上生戍， BPZ - 
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F ( S ) t M ^ F { T),Wl L ' M ^ F ( jSUT )^ 

( 2 ) 若 1 由子集 w ff f 上尘成，则 / 八 u - ms \ 

(3> L ^ M^Ln ] 厂庄什么条件下等 U 成达？ 

d . 设尺为^上域 r 张.证明 t 如果夂是爹上代数而 m 数沁奇 
数，则 u 2 也是 F 上*次代数元而且 F { u ') = F ( iu t } w 

5, 证明 ：若太" 一aCFUJ 不可约，则对于任一正盤玫功丨《, : 1 "— <* 在 F 
上 + 可约， 

6. 求下列 r 域的一基： 

(1) ^=Q(〆 了， VT) t ( 2 ) K = QiVY r 〆：!：，，），其中山 * 

7- 在 QCV^T) 和 Q(/7) 之间不存在 Q- 同构. 

.S. 设 i 和3/为域扩张尺 /F 的中间城.证明 

(1) [1见：，]有限当而£1仅当[乙:少]和[3/7]都有限， 

(2) LLM : F 1^ SL ： F 1^ M : F 1. 

若与[财：互素，则 （2) 中等式成立， 

( 4 > 若 i/_F 和 M / F 都是代数的，則 L ^ M / F 也是代数的. 

9. 证明 * 若 及 / P 是二个代数扩张，则皮的任一个 F fl 同态 (7 是一个 
方-自苘构. 

10. 决定下列多项式在有理数域上的分裂域， 

(1) /Or)=^-2. 

(2) /<>)= 〆 一2 x — 2. 

(3) /0)=*’一3 1, 

U- 决定 一 14>1， 在特征丨的素城 F，=Z/(jO 上的分 裂域. 

12. 决定/ +2 P + 2 在 = 上的分裂域 t 

1夂设五是多项 A Ad eFU] 在尸上的分裂域，尺为岌/尸的一个中间 
坺，证明^万也是 /U) 在 K 上的分裂域. 

14. 设尸 CJTCi 是代数扩张链.如果 i/JT 和 iCF 都是正规的，问 
i/ 尸是否是正规的？ 

15. 证明城扩张£7 尸的中 间 域夂在 F 上正规，则凡关于五/ I 是穗 
定的，即对 千五的 任一个 F 自同构 or 悝有 cr ( iT ) 二 X . 
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]6. 设丑//为有限正规，夂为它的中 m 域，证明：/【在 p 上正规的充 
要条件是 if 关于 M / F 是稳定的. 

17. 设是域扩张互 / P 的两个中间域*证明，如果欠/尹和都 
止规，则茛合域和 KHL 在 iM ： 都正规， 

18* 设兄，厶是域扩张万"’的两个中间域.证明 t 如果1/^正规，则 
K - L 在人上也止规. 

19. 设丑/蒼为有 m 正规扩张，上不可约.证明， 

(1) 八幻在疋上分解成次数 相等的 不可约多项式 /, u ), 八 u ), 〃•， 
/ f u ) 的同方幂的乘积，即 

/( 疋)二〔/【(方)八(: T ) …八(怎)]”*«>0, 

丼中 /. U > 为不相伴的不可约多项式，而 且当# 的特征为&时， e -0, 当尸的 
特祉) i ; 素数: P 时, e >0. 

(2> 设五的全部自同构组成的群记作 ff , 令好={疗6卩|介（幻= 
^ U )}. (3 然取的首项系数为 1) 子是，令 G = 0 r 1 ff Uc r aJ ffU -- 
U « T r ^ ,0^=1，则有 

/(^^[ri/fw)]”. 

从而 r y - r . 

2 D .设 則 F 为一个有限 1 H 规扩张， G 表示疋的全部自苘构组成的 
群 . \£m 

<1)令 i =( ae 芯！ = a 对所有 < r 6 G }, 则 L 是丑的子域，包含 f 
而且 L 是尸上的纯不可分扩弛叫做 G 的不 动域. 

(2) 用 瓦表示 P 在五内的最太可分闭包， 則尤在 F 上正规. 

<3) E = L ^ K t Lf \ K ^ F , 

U ) 用表示 Y 的全部自同构组成的群，则 

对毎个 aeG t a 在反上诱导出 K 的一个自同构 〆 •则映射给出 
G 到 f 的一个同构. 

21- (1) 构造一个&个元素的域并给出加法和乘法表， 

(2) 构造一个 B 个元素的域并给出加法和乘法表. 
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22. 设 F , ; Z /( p ) , ： p 为素数 ，/(aO eF 7 [: r ] 为一个次不可约多 
项式， P - Gr ) 表示 F,!>] 中样项系数为1的 k 次不可约多项式全体的乘积， 
证明， 

(1) fix ') | — x 当而且仅当 n \ m , 

(2) — ;一 I 当而邑仅当 

(3> r \ F ^ 

d I n 

(4) p , u)^n zr(s)， 

d ! n 

其中 〆 《) 为畢比 s 斯函数. 

( s ) F , 上 1 »次不可约多項式(互不相伴）的个数等于 

23. 证明，当 n >2 时， 〆 " + JT + 1 在 F i 上不苛约. 

24. 证明，有限域的每个元素可表成两元素的平方和 + 

25. 证明 | 若 _ LAfiT 是纯+可分扩张而且尤是纯不可分扩张，則 I/JP 
也是純不可分扩张， 

26. 设在一域扩张 K / F 中元素《和 J 9 分别是上可分元素和不可分 
元*.证明 

( 1 ) F(a t 0)=F( a -h0y, 

( 2 ) 当 a 丰 Q ， P 丰％ F(a ， ^} 二 F(ji、Ph 

27. 设域尸的特征为素数 jj . 证明，若但 a 车则 f 
在 JT 上不可约. 

28. 设域 P 的特征为素数 p , 证明 

CD 若多项式不可约而巨 / b ) 的次数与力互柰，則 / U ) 
在/上可分. 

(2) 若有限扩张疋/尸的次数[夂:互素，吲夂 / F 是可分 扩张. 

29 - 设域 P 的特征为素数^，瓦为 F 上扩域.证明，欠的元素 a 在 F 上 
足代数的而且可分的充要条件是对所有 «>1 都成立. 

30. 证明，一个有限扩张尺/，是纯不可分的允要 条件差 允/尸_ 夂的 
正规闭包 E/F ^尸-嵌人只能是恒等嵌入. 
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31. 设是 F , 上二元多项式坏表芾的 
商域.令尤 ，= F. 证明 

< 1 > F^F f {^,y p ), 

⑵ 疋不是 f 上的单扩张， 

<3)在瓦与 F 之间存在无穷多个中间域， 

32. 利用§6的公式，证^11分圆多项式有性质* 

(1) 为不同粜数 ,Ol，M 

AO ); 少… , 山 —）• 

(2) 设《为奇数，则 

(3) 设 JP 为素数且 J>U,EIJ 

屯 ，入 X 、二伞 AW < P n ix \ 

33. 设 S 为复数域中一个本原《次单位根 + 证明 [ Q« + dQ] = 
+炉 (《). (肢定 k >2), 因而 + 是 QO 的最大实子域. 

34 . 设域 J 1 的特征为素数 hK/f 为一代数扩张，证明，对于每个元素 
^ eK r 存在一个适当的方幂使得 cr " 在 P 上可分.当 [ U^^nOo 

时，有 

35. 设域 F 的特征为素数於，瓦 /F 为一个代数扩张表示集合 
c ^ eK }. 证明 jUFJOo, 则存在一个适当正整数 r 使得在尸 
上可分而且是 F 在艽 中的可分闭包， 

36* 设 iT/F 为有限扩张.证明，若 H 为单扩张，则域特征 ZCF) = 0 
或者 x iF )^ p >0 而且 [[: 

37. 设 K/_F 为有限扩张，证叨，荇域特征 ZCF) = Q 或者 Jf(JO=_p>0 
而旦则瓦是单扩张， 

3 S - 设 A 7, 为一个代数单扩张. 令趸 = F (0> .又设 i 为 £7 F 的任一 
个中何域*证明，0在 X 上的极小多项式 〆 rhf + a〆 - 1 — …+〜的系 
数 ……， A 在 f 上生成的子域以心， …， 就是 i , 并由此进一步证明， 
代数单扩张 K / F 只有有限多个中间域. 

3 S . 设 J 为一个无尿域，反/尸为一个代兔扩张，证明>若反/尸只有有 
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限多个中间域，则对子任意元舂冗，尸 <>) 和 f (0) 在 允内的 a 合域仍 
然是 p 上的一个单扩张，由此进一步 证明， 若代数扩张&/尸只有有限多个 
中间域，则 k / f 是一个单 r 张. 

40, i ] E 明，单代数扩张 丸 / P 的中间域 LIF 仍是一个单扩张， 

41, 设尸；试决定尸到 Q 的范数群 = 丨 

uGP *}. (参 看迠四 章河题 IS )， 

42, 设 K ^ GfCpn . 直接证 明岌到 f 域 F P 的范数群况？,（0 

F;. 

43, 证明复数域 C 划灾数域 R 的范数群 

0}. 
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引* 一个多项式的根如何用它的系数经过园则运算和开力 
表示出来即所谓用根式解方程的问题，是十九世纪以前代数的一 
个主要问题. 大约在公元前1700 年人们就已经知道一元二次方 
程的解法，但是三、四次方程直到公元1500年左右才由费罗 
( Ferro ), 塔塔格利亚 ( TartagJJa ) 卡尔塔诺 （ Cardano ) 和费拉利 
( Ferrari ) 等人先后给出解的公式.从此以后，人们致力于五次 
以上方程的代数解法，但经过近三百年的努力一直未能成功. 
其间值得提出的有拉格朗日、鲁菲尼 （ Riiffini ) 和阿贝尔.拉格 
朗日在他1772年发表的著作中，对二、三、四次一般方程的可解性 
作了透彻的分析，提出了《次一般方程 /( 幻的预解式的槪念，即 
量 f = + …丄'，其中 A 为/<工）的根，£为任次 

单位根.如果能先解出 f ， 然后就能解出这对二、三、四次一般 
方程是一个统一有效的方法.但是对五次一般方程则遇到了不可 
克服的困难.拉格朗日还证明两个关键性的定理.一个根的置换 
茨 在根的冇理函数 ♦{、，一• ，心) 上的作用规定为於"(心，，_ . 

定理 t 是说：如果凡是保持根的有理函 
数彡不变的根的置换也保持根的有理函数0不变，则0可以尜成 
必和 /!>) 的系数的有理函数.定理 II 是说：如果凡是保持#不变 
的稂的罝换都保持 P 不变，而且保持 f 不变的根置换全体作用在 
^上产生 r 个不间的值 小'，• * ，水， 则磷1， • "，必 r 同是一个^次 
多项式的根，孔系数是於和/<幻的系数的有埂函数.后来，咎弗 
M 和阿贝尔先后独立地 证明了 五次以上一般方程的根是不能坩根 
戊解的.另一方面，髙斯在他 1 S 01 年发表的经典著作中证明了， 
一个素数》次单位根 （可角茗 U ) 二 怎* +疋卜 1 +.，.+1的预解式 
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+ + f 〆+…+! (卜如 WV = l ， 2, 

表示出来 


t — '_r'^ t (^i + G + *" +G- 1 〉， 

史一 1 

其中 S 为一个本原 P -1 次单位根， g 为 mod ^ 的一个原根.而 
且 tr l = 〜 是 S 的有理函数.由此可知，本 原/次 单位裉可以用 
裉式表示出来，其中出現的根指数都低于史.从而将6的根式解 
化为求解一串素数次的二项方程. 

天才的伽罗瓦 （1 SU — 1抑 2 )悉心研究了拉格朗日、阿贝尔和 
髙斯的著作之后，对任一个打次方程 / u ) (无 a 裉，系数七 
〜是数值的或是未定元都可以）给出了新的预解式槪念，它是根 
的线性函数《二~巧十在根的置换下产生个不同的 
值，其中 ，心 ，‘■.,〜）•设尽（疋） e 尸 o ] 为/所 
适合的不可约多项式，伽罗瓦定义方程 /( j ：) 的群 A 为使 g ( r > 
"=°的全部裉的 置换 1 ^所组成的集合.由此伽罗瓦才有可能将 
/($) 的裉可用裉式解的条件转化成它的群所应具备的条件， 
那就是 （?， 应是可 解的. 这是伽罗瓦所取得的突出的成躭.在提 
出了方程的群之后，伽罗瓦接着就证明了它的一条基本性质： 

裉的有理函数 … ， h ) 属于基域 P 当而且仅当在60的 
所有置换作用下 <Kxw •，〜 〕的值保持不变. 

这条性质表明，根之间在 F 上的代数关系完全可以由方程的 
群所刻划. 

我们将以此为出发点來建立伽罗瓦理论， 

§ 1伽罗 瓦扩张_基本定理 

定义 1 设尤 /，为任一域扩张，足的全部自同构成一 
群，叫做 K/F 的伽罗瓦群 ，记成 G ^( K / F) t 

说明 在定义1中的基域可以是特征0的域也可以是特征 
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P>0 的域. 

定义2设 G 为域 尤的任 一个自 H 构群.若 A： 的元素 a 满足 
^(岣=«对所有则《叫做<?的一个不动元.瓦中 G 的不动 
元全体记成 Inv(60.In V (t?) 形成I的一个子域，叫做 G 的不动域. 

下面我们来证明 lnv(G) 确实为一子域. 

对于任意元 aJeinvCGh 有 

a(a — 0') =^a(a)—£7(^9) — 

o -( a //?)=： a ( a )/^( j ?)= Gf /^ J j ?^0, 

对所有都成立，因而 《 —A af ⑽讀 都属于 Inv ( G ). 
特别 0， ieInv ( G ), 所以 Inv ( G ) 是疋的一个子域. 

任意域扩张尤的伽罗瓦群 Gal (火/尸）=(?的不动域 
Iiw «?) 包含 F 但可以大于设 f ? 2 为域尤的两个自同构 
群.若仏(=0 2 ,则显然有 Inv (^) Z > Tnv ( G ,). 

例1设尸=<?冇理数域 ，芨二 Q C 5 / T ), 表示: r 3 — 2 的 

一个实根+ 显然 <3叫左 / Q )=^ 单位元群.此时 

例2设 F = F , Ct ) 为特征 P 的素域上有理分式域，令 
£■<>)=〆+以+ (，/0)^：尽0 , ).设 五 /萝为 f ( x ) 的分 裂域. 
/O) 只有两个不同的根，记为 or , 彡+由于 gU) 在 P 上不可约， 
/U) 在 P 上也不可约.五只有一个自同构 a 将 a 变成丨因 
而 Gal (丑 /?)=<» 是一个二阶群.令 a + 於 = a ，《. 芦= 6, F t =^ 
F ( a ， b \ 易见^二―二 l 由此可知 Gal (万/尹）的不动域包 
含读者不难证明，及 i 就是 Gal (忍 /P) 的不动域， 

从例1和例2 否出 ， A 域扩张 K / r 不正规或不 p 了分时， 
Gal (五 /F ) 的不动域可以大于下面将会看到 . 在这呰情况， 
Gal (五 /P) 的不动域一定比 p 大. 

定义 3若域扩张 B/F ^ G 2 l \( E / F ) 的不动域等于则 
芯 /iP 叫 败一个 伽罗瓦扩张或说芯在 jp 上是伽罗瓦的 . 

一般说来，设^、为域扩张五 / P 的 Gal ( 无 / P > 的不动域，则 
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E 是 A 上的伽罗瓦扩张. 

这是现在流行的伽罗瓦扩张的定义.原乘意义的伽罗瓦扩张 
是指以 W 理数域的一个扩域 F 为基域 ， P 上一个无重根的多项式 
/( 幻的分裂域， T 面首要的任务是建立伽罗瓦理论的基本定理， 
然后证明这两种定义是等价的. 

现在的定义足突出了伽罗瓦群的地位和作用，强调了它和基 
域的关系. fM 是从定义一点也看不出五对 F 的次数和枷罗瓦群 
GaK &/ F ) 的阶有什么关系.下面两个引理完全确定了这两者的 
关系. 

引理1 (阿 尔廷 （ Artin )) 设 G 为域瓦的一个有限自同构 
群，尸为它的不动域. miK ： F^\Gl 

证明设 [ G | tr 2 , …， a 丄 设 h ，％， …， 

^ +1 为1的任意 n + 1 个元素，仝不为 0. 用〜作用于得到一 
个 7 fcX (7 i + l ) 矩阵 


^ i ( wi ) A ( w 2 ) 
A(«i) ^2(^2) 


^ 2 (« n + l ) 


WjWi ) cr n ( M 2 ) • . . cr n ( w n + 1 >y 

列向最 h ■… ，< Vm 显然在算 上线性 相关.于是存在一个整数 
r，KrO + l ，使得 V it ^, V T 线性无关而 tf !,--- t V r + l 则线性相 
关，从而心 +1 可以唯一地表成 


⑴ ^1+1=«1«1+ —夂. 

用 分虽的 形式写出就是 

(2) ^((^r+iJ^^icrX^i) + * *' 4 a r o\O r )，i = l ， *.* ， n. 

用作用下(2)得 

(3) crcTid+i)=cr(a 1 )ora_(w I )+ …+ 。（ 0^) 叫（〜）， 

i = ln . 

由于 G 是一群， ffA ，■ * •， acr ft 不过是 cry ， cr ft 的一个排列，所 
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以，将<3)中等式的次 ;t : 作适 A 调换，用恢复列向量的写法得 

u) v t ^ i = i - h ^( g t ) v t 对所有 < jec t 

与 （1) 比较，由灰法的唯 * 性得 ^(<^/) =«, 对所有 < T ^ G 和 j = l， 
*"，r 从而 leinv ( G ). W Inv ( G ) = F ， 所有 a s ^ F r 由 （2) 的 
第一个等式 W, + i = CT lWl 4" * -* +« r w r pJ 知〜， ■ - - ， « r + , 在_^±线 
性相关，当然在 f 上也线性相关.所以丨*| 
引理2 设 CJY , •.，， < r T 是域 A 到域丑的 r 个不同的羊一同 
态.则 A ， …•，〜在五上线性无关，就是说，若存在一个线性组合 
/( j ;) = a i a 1 ( a ：) + . ., + a T a T { x ) 9 a lf -^ f a r ^ E , 使得 J ( x )^0 
对所有 t e AT ，则 «! = *•* = £ t r ^ 0^ 

证明将心（ ； r ) 看作定义在 尤上的 函数，取值在 
五中 • 反证法，假若 ，* +， C 7 r U ) 在及 上线性相关.则存在 
一个整数 s , lg S < r ， 使得 C 7 〆 幻，•_•， cr 4 U ) 线性无关而 qU ), 
•” ，〜 + 1 U ) 线性相关.千是 1 + 1 ( 4 可以唯一地表成 
(4) cr #+ ,(j?) = ^^^^7) + " . + ，。义 E. 

• *，a r 至少有一个不为0,不妨设％者0,由于 q+ifq ，存 
在一个元素 aeK 使得 cr a41 (o()^ori(o) p (4) 中用替换 r 得 

cr J + i ( a ) t / a+1 (^) - : j ?) + - * • + a t (T w ( o ) cr # ( j ?) , 


a 0+l {x) = 


CT , + r ( a ) 


(T^x) H - + 


a 八⑷ 

h + i ( a ) 




与 （4) 比较，的系数不相等，这与表法的唯一性矛盾.所以 
疗1($)，* •*，〜(>)在 互上线 性无关 4 ■ 

推论设 〜 是域起的 r 个不同的自同构，尸为集合 
$ = ， •- 的不动域.则丨 | <[芯： F ]. (其 中厶 的不动域 

理解为由没生成的群的不动域， ） 

证明不失一般性，假设次数[丑：存限，由于每个 
保持尸的元素不动，则 a 是线性空间 E / F 的一个线性变 
舞： M 亙， aeF ， 
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a { a -\- 0 ) = a ( a ) + a ( 0 ) ， o *( aa ) = cr ( a ) cr ( a ) = aa ( a) t 

于是 在五 上的任一个线性组合 
(5) + a a tr 2 +* * ■ 十 《 r tr r ， a t 6 及 

仍为 E / P 的一个线性变换.根据引理2可知， （1) 为零变换的充 
要条件是 A 全为零.另一方面，我们知道，五 / F 的一个线性变换 
为零的充要条件是它把 梵 IF 的一基&，..•，〜的每个\变成 
零.联结这两者得 (5) 式屮 R 全为#的充要条件是 

+ ". 十= 0 , F 

即 ^i^iCwi) + w】) + . " + a 7 KT T {u i ) 二 0，j = 1 ，， •. ， n. 

这表明下列 r 个向量 

， •. - ja ^ ^„) ) = 1 s * * * ,r 

在五上线性无关.所以 ■ 

这个推论本来已包含在第七章定理9中.但是这里是从一个 
完全不同的角度（引理2 )得到的. 

定理1 (1) 务 K ! F 为有 W 伽罗瓦扩张，則 GaKAT / P ) 的 

阶等于次教 [ K : P ]. 

(2) 若域尤 有一个有限自同构群 G 以 F 为不动域，則 A 7 F 为 
有队伽罗瓦扩张而丑 G =： GaK ^/ 尸）. 

(^)若有限扩张 K / F 有一个尸—自同构群 G 使得 | = \_ K : 
为枷罗瓦扩张而且 G = Gal ( AV 尸）. 

证明 

⑴由于 InvCGalCX / P )；^/^, 根据引理2的推论 | Ga 〗（ AT / 
n \< LK : F 3 , 又根据引理 1，有 [ ii ： j ： j <| G a l ( iir/iOL 所以 

| GalW )| 二 [尤：，]. 

( 2 ) —方面由定义有 PC ： [ iiv < Gal ( ii ：/ 尸 ））. 另方面，由 
0 ^\( K / F )^ flnv ( G ^\( K / F ))( Zlnv ( G ) = F t 因而 Inv(Gal (瓦/ 
从而兀 / P 是一个伽罗瓦扩张.其次将引理1和引理2 
的推论用于群 G ， 得 IO 卜根据（ 1 )， \ G \ = |Gal ( K / 






51 伽罗瓦扩张.基本定理 


301 


F)\ m 由 GCGal (反/尸）即得 G = Gal ( Jr / iO . 

(3) 设 Inv (⑴ ='. 求证尸 e 尸.根据 （2) 可知兄是尸 
伽罗瓦扩张而丑 Gal (反 / A ). 再由 （1) 得 | G |= [兄: A ]. 稂 
据假设得 [【： 二[疋：尸].注意尸 CA ， 从而得 
F ^： IK ： F ^ U 所以， L = h 因而旯是卩上伽罗瓦扩张而且 
G=GU(K/F ). 篇 

引理3设五 /F 为一个有限伽罗瓦扩张 ， G = Gal (^7^), 
又设 i 为任一中间域.则丑是 i 上的如罗瓦扩张而且 EjL 的办 r 
罗瓦群等于 f ? 中保持 L 的元素不动的那些自同构组成的子辟，即 
Gal (五 / Z ) 等于 H —{ a ^ G \ a -{ a ) = a 对所有 a ^ L} t 

证明设 A 为 H 的不 动域. 则 ZCi N 求证私=氧裉据 
定理 l r LB : LJ =\ H ] ，因而[私如果我们能够证 
明 Ui ]>|： G : H ：|， 由 [ L 』] < LL,：n 则能推出 [ G : 

从而 稂据定理1可知丑/[是伽罗瓦扩 
张而且孖是它的伽罗瓦群，下面努力证明将 G 
按 H 分解成陪集 G = aill {J ■ ^\Ja r H J 7 的元素 t 在 L 上 

诱导出恒等映射，因而属于同一个陪集 fjiH 的元素 cr f r 诱导出同 
一个 i ： 到五内的，嵌人： a^aXa) t cteL t 证明这 r 个嵌人两 
两不同.假若 =</;(«) 对所有 ere i ， 那么 cr 7、( a ) = < z 对 
所有的 aei . 子是与〜将属于间一个陪集.这只 
有在 i = j 才行 • 所以 G 诱导出 r 个不同的 嵌人， i — 丑•稂 
据引理即 

[ G : H 1^1 L : F ^ | 

伽罗瓦基本定理设 ^/F 为一个有限伽罗瓦扩张 ， G = 
Gal (五/尸）.于是 

(1) 在 G 的子群集{只}和 E / F 的中间域集之间存在一 
个-对应.让每个子群孖对启于它的不动域： 
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让每个中 间域反 对应于尤对夂的作罗瓦群 * 

K \^ OrI ( Ii ：/ K ), 

于是它们互为返映射，即 

Oal(/ ： /Iov{//)) : H , 

Inv ( Gai ( r / A '))- K a 

( 2 ) 上述 - 对应是反包含的，即 

// 1 CH 2 <^> Inv ( ff ] )3 I ^ v (/ i 2 ). 

(3) 有数量关桌 

anv ( H ): F ]-[0: H 3. 

(4) 苦子群//对应于中间域瓦，则//的共扼子群 < rHa ^ 对启 
于瓦的共轭于域 cKK )， creG . 

(5) 设子群 H 对启于中间域 K . 則 H 在沒内正规当而且仅当 
I {在 F 上是伽罗瓦的. 此时将 G 限制到 i ： 上就得到 K / F 的伽罗 
瓦群，即 Ga \( K / F )^ G / H ^ 

(1) 中的一一对应称为伽罗瓦对应， 

证明 

(1) lnv ( H ) 简记作由于丑是芯的有限自同构群而且夂 
是 H 的不动域，稂据定理1，万是 K 上的伽罗瓦扩张而且#是五/ 
K 的伽罗瓦群即 H 二 Gal (及 /Inv ( i /)). 其次，从中间域出发， 
Gal ( if / iO 简记作显然丑 CG , 而且 H 是由 G 中所有保持夂 
的元素不动的 S 同构所组成.裉据引理3，则丑是 欠上的 伽罗瓦 
扩张， H 是它的伽罗瓦群， 丁 ■是 Inv(/Y ) 二叩夂 = m v ( GalU 7 
幻）. 

( 2 ) 上述 一一 ■对应显然是反包含的， 

(3) —方面，由 CO 的证明可知万是 Inv (/7) 上的伽罗瓦扩张， 

"是它的伽罗瓦群，根椐定理1，可如[:! : lnv < H )] = [ H；h 另一 
方面[五 ： |C : [ Inv ( H ) : \ G \ — 
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丑] Iff [，从而推出 [Iiw(") 

(4) 设与 (7(/0 对应的子群 为孖' 求 MJfLamr' 对 f 

任一 re // 和仟一 VeWJn ， 则 a ' 是某个 ae 夂在£7下的象 
cr(a) 于是 

( crra -1 ) { a r ) ( arc / -1 ) ( a ( a ))^= ( crrcr _1 a ) ( a ) = ar ( a ) — 
aO ( a )> = £7( a ) 二 or 、 因而 (7(/0 的所有元素在 <7 r < r - J 下不动，于 
是 '这 对所有 reH 都对.所以反 
之，将 or (幻写成 L ， mK ^ cr -^( L )^ 仿照上面的洽证可知 

即疗-!丑，0^丑，由此得 FCcr 孖 tr' 最后 

得丑，=仏^0^. 

五的两个中间 域叉和 叫做在 F 上共轭的，如果存在一个 
使得 A^ = a(/0. 因此得到 （4). 

(5) 设子群//与中间域兄对应.设//在 G 内正规，于是对所 
有 ffe <7 有 = 从此有 < j { JOK • 因而每个 < r & Q 限制 
在冗 _h 产生炎的一个尸-自同构斤， 5eGal(A7 尸）.显然 ^ 7 = a * 
〒，于是映射是一个同态 G—Gal (忍 /F)， 同态的核:=丑， 
由此诱导出一个单一同态 G / H ^ Ga \( K / F) w 一方面由 （3) [瓦： 

= 另方面 | G a 】（/ r / r ) l <[ K : f ；]. 由此可知上述同态 

又是满的而且 | Gal(/tViOj =[瓦』1所以上述同态足一个同 
构 W/H = Gal (反/尸>.最后只须指出瓦是一个伽罗瓦扩张. 
因为[瓦：7]= | Gal (足/心丨，由定理 1 ,( 3 ) 可知 足 / P 是一个伽罗 
瓦扩张，而且它的伽罗瓦群同构于 GfH . 

反之，设左是 U 伽罗瓦扩张，于是 [Clal(AVF) 丨-二 [H’] = 
r，A^r 个不同的 f 自同构，即 A 有 r 个不同的 到万的 F- 嵌 
入.求证对于毎个 ceG 冇 cr ( iO = A \ 假如不然，有一个 irGG 
使得 ( T ( i 0 尹那么由 or 诱导出的嵌人 — 五将与 h 面的 r 
个嵌人都不同，左将 有多于 r 的不同的 F- 嵌入 K+ 丑 .这将与引 
理 3 抵触.所以对所有 cre<? 都有 ff (^0 = 尺. 因而 对所有 creG 
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都有 丑. 所以 //& t ? 内正规 - ■ 

下面我们将®明 nj 分正规扩张和伽罗瓦扩张的等价， 

引理4设 K/F 是一个有限伽罗瓦扩张， G 是它的伽罗瓦 
群，则五的任一元素 a 的帙小多项式公（幻是可分的，而 JL g ( x ) 
的全部根恰好是^在 G 作用下得到的全部象集. 

证明在 t ； 作用下得到的全部象 
集合. （作为集合当然 ， a r 两两不冏）用七作一个多项式 
^ a O ) 二 O - 4)(7— a 2 )* . •(> — a r )， 

对于任一 ^6(?,0-(«!)，… ， cr ( a r ) 不过是 a ，. *.， cr r 的十个排列， 
因而 心 U ) 的系数仵^作用下不变、于适是一个 #[>；] 中的 
多项式 • 其次证明心 O ) 在及上不可约.设 / U ) 为中以 a 

为根的任--多项式;，/(1) =，+ £^.』十-用作 

用于 f ⑷二 Q 得 

夂（/0))=<7 0™ + a ， a rt-1 + "* + a m ) 

= £7(^)^ h a 1 cr(a) m ~ 1 -[-■** + o m = /(aCcj)) = 0^ 
a ( a > 也是 /<”） 的稂对所有 < j 6 Q . 即每个都是 fO ) 的根. 
从而心 U ) l /〈 i ). 这表明心 <>) 在 f 上不可约.在 尸上以 a 为 
根的不可约多项式是唯一的（除常数因子外)所以匕 (幻 就是 ^ 的 
极小多项式， ■ 

走理2 —个有限扩张丑/上是伽罗瓦扩张当而且仅当丑 /p 
是一个可分正规扩张 • 或者说 ，一 个有很扩张 e / F 是釦罗瓦护 
张当而 JL 仅当五是 F 上一个叮分多项式的分褎域 • 

证明 裉据第七章定理11，只薷证明定理的第一句话.设互/ 
#为一个有限伽罗瓦扩张.裉据引理4，五的任一元素 a 的极小 
多项式 hU ) 造有分的， a 为亙上可分元，所以丑是; F 上可分扩 
张.而且每个 o 的极小多项式容 a ( T ) 在互内完全分解成一次因式 
之积，所以忍是#上的正规扩张，反之，设五//为有限可分正规 
扩张， G 为它的伽罗瓦群，求证 c ? 的不动域等于#. 设 a e 丑， 
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/($> 为 a 在 F 上的极小多项式，于是 /(W 在五内完全分解，设 
f ( x ) = ( j ; — a l )(x — a 11 )^*(x — a r ), 而且 a ^ a - ^ i#j，a : = 
若 ，则 r>l. 于是存在一个，-同构 
使得由于 E / F 正规，根据第七章定理 6，q 可以开拓 
成开的尸-自同构 CT. 子是 creG 而且 < y ( a ) ^ a 2 y ^ a lm 因此 a 串 
lnv(G) t 所以 Inv((?) = F，£7F 是一个伽罗瓦扩张. ■ 

从此以后，在处理具体问题的时候，视情况可以把一个有限伽 
罗瓦扩张看作一个可分多项式的分裂域或一个可分正规扩张，使 
得问题比较容易处理.下面就是一个例子， 

设在基域 F 上给定三个代数扩张 EfF , K / FIfnL / F , 又设 
有两个嵌人⑴和 i •那么 i 中同时包含17(五> 
和 r(JT) 的所有子域的交叫做瓦和瓦的一个复合域，记作五）. 
r ( K) t 忍和足的复合域与嵌人冇关.当嵌人不同时得到的复合域 
可能不是同 构的. 当忍是 F 上一个 有限正 规扩张时，则五和 JS： 
的复合域与嵌入的方式无关，就是说不论如何嵌入，它们总是 F- 
同构的 * 说明如下，设五是一个冇限正规扩张，根据第七章定 
理7,瓦是尸上一个多项式 /O ) 的分裂域，在嵌人 a 下 /( 幻 
不变，（忍）仍然是 /U) 在厂上的分裂域.设疗（五 ）= F(a, ，…， 
aJJO) 在《(忍）内有分解/0)=( 求一 a!)* * .(a: —a n ). 显然有 
aUI 、 C 八 K )( ai ，…， a n « EXK ) ， 

又 r (夂） CrC / TKoi ，，，•/„)• 根据 a (迟 ）* r ( JH 的定义有 
c (忍 ) r ( 反）0(幻 （〜 …， a „), 

所以 a (疋）*『(幻=1(^0 («!,-■ , ar n ) t r ( K ) 

上多项式 f($) 在 r(JT) 上的分裂域.裉据第七章定理6,对不同 
的两对嵌人总是有 
h (^0( ai ，■ ..= 卜 • ，， ， a n > 

BP ( T i ( E )- v l ( K )^ cr ,(^) r 2 ( K) r ® 此，钉限 YE 规扩张和任意扩 
诉疋 / F 的复合域 a ( E ) r ( K ) 与，嵌入 a ， r 无关，由万//和 
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兀唯一决定.以后^(五） ， r ( A ) 简记作忍根据定理2,这 
个结论可表述成，若是 P 上多项式 / O ) 的分裂域，为 
任意扩张，则 E / f 和 K / F 的复合域和 / U ) 在 R 上的分裂域同 

构， 


定理3设芯/尸为一个有限伽罗瓦扩张，瓦 /P 为任意域扩 
张，于是复合域亙■允是 允上伽 罗瓦护张且有 

Gal (五 1 . A 7 K)gGal (龙/丑 pi 尺）. 

而且这个同构可由映射 0*^>疗=0*|五'芒0&1(瓦.瓦/^),来实现. 

证明 稂据定理 2 和上 iti 的讨沦 ，五/ 尸 是 f 上一 个可分多项 
式 / U ) 的分裂域.闶而瓦是反上伽罗瓦扩张，令义= 
五队 对于 aeGaK 五.瓦 / iQ ， cr 保持 K 的元素不变，当然乜保 
持 K = 必 n / (的元素不变，而且 a 保持 /( 幻的根集合变到 f ： j 身， 
因而^保持芯变到0身.所以^在五上诱导出丑的一个-自同 
构 eF = crj 五•对 <7, — eGalU '疋 /冗)显然有因而映射 
0^泛是 Gal (及， Y / 足）到 Gal (五/仏）的一个同态，其次证明这 
映射是单一的*若沒=1，则反保持 / U ) 的每个稂不动又保持 i 
的元素不动，当然^保持 /( 幻在火上的分裂域即茗的元素不 
动，因而 ff = l . 最后证明映射是满的.这只需证明 |Gal (五兀/ 
K )] = \ G ^\( E / K i )\ m 由于忍欠 / ff 和五 / A 都是伽罗瓦扩张， 

裉据定理1,问题又可转化为证明[五 1:幻=[17^].由于五/ 
无1有限可分，稂据第七章定理I 5 的推论，五可表成上的单扩 
张 ，五二 设容（灼为6»在 M 上的极小多项式，则 lEiK ,-] 
-degg (^), 由于正规，贫 （ x ) 的全部根 ^ = H …，匕 
全在五中.另一方面既包含 / T 又包含五，因面 
109) 包含^ 与芯的 复合五 +欠. 所以丑.瓦二兀…）.求证君 U ) 也 
是沒在灰上的极小多项式.这只需证明穿 O ) 在 X 上不可约. 
假设貧（均二为在瓦中的任一分解， 私芯) 和 〆 幻的皆 
项系数为 1，VK $) 和少 U ) 的系数都足 (9 U . …，心的多项式;，系数 
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为±1，因而少 U) 和炉 o) 的系数全属子芯，从而它们的系数全厲 
于反产五卩瓦.那么貧（: T) 二於（: rXr) 是^内 的一个 分解， 巾 
gOO 在 上的不 H ] ■约性，从而推出或炉 （ a?) = l , 所以 
君（幻在 K 上也不可约.由此可知（方） . 总之 
[五足 ：火] =[瓦：九 a 综合起来，映射 <： MK / K ), 
是 Gal (足 fif /足） 到 Gal(£7 仏） 的一个同构，圓 

S 2 多项式的伽罗瓦群 

这一节我们按照伽罗瓦原来的想法引进一个多项式的群，并 
且给出计算它的方法. 

设 /( W 为基域尸上一个无重根的多项式，次数《>0, W 为 
/( 方）的分裂域，于是五’二 ， a 2 ,. …， a ft ) ，〜为 f (疋）的根.五 
的兀素是 A ， * * * , or „ 的多项式，系数在7内 
E 的每个自同构 <7作用在《上有 

⑴ o(a)=^(cr(a J ),— .* ,a(a n )) t 

由此可知，0由 A ，…， A 的象唯一决定.特別将 a 作用子/(%) = !} 
可知 /«0) 二0，(7(1>仍为 /U) 的根.因而 cr 引起 /(>> 的稂 
之间的一个置换 jr，0f_h><r(cO，i = l, ■ " ，《.不同的 or 引起不同 
的置换‘，而且显然，对(五 / F ) 有〜. 〜= 汉… 这样 
我们得到 Ga \( I：/Fm /(W 的根 A ，… a 的对称群&的一个 
单一同态对所 有〜， o^GaK^/P) 在心内形成一个与 
Gal (五/ 尸） 冋构的子群 

定义4 A 叫做多项式 /U) 在^上的伽罗瓦群，或简称 /( 均 
在尸上的群. 

如上所说，钿个 " eGal (五 / P ) 限制到 /( X > 的根上得到置换 
反之每个这样得到的置換％又可以按 C ! 然的方式开拓成五的 
F -自同构 在这个意义 

l ， or 和可以不加区别.提起注意的是，并不楚的每个置换 
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都可以按自然的方式开拓成瓦的9同构 . A 有如 F 的刻划 t 
定理4设 /(. t ) GF：>]，AVP 和仏如上.昱换属于 
G , 的充要条件是对每个多喟式 g ^ Xi , - ■ ■ ，“）6尸[>1， . - ■，方 n] 若 
g ( o { ，■ — y a n ) = 0但有容(>(%)， . * ■ ，开（\>) =0. 即 JT 保持 / O ) 
的根之间的代数关系总 A 不变. 

证明必要 件由仏 的定义即得.证充分性.假设〃满足定 
理中的条件. JT1 ^定义五到自身的一个映# ^如下 f 对每个 a 6 
瓦，将 a 表成 cr - …， gtJ 4 0Oi，- ” ，T n )e 尸[疋” * " ，方《] 

规定 

= .* .， JT ( a „)>, 

首先， 定义与 a 的表法无关，设 …， a ft ) 为另 一种 表法， 

炉（方！， .. ，，〜）€ 尸 Ol ，." ，〜]，令 .，； T n ) = 0 0】，“ . ， 

;r rt )〜q?(> l7 …，；），于是 Wa!，* h，a fl ) = 0 为 A 的一个代数关 
系，干是 

，…， 《 fl )) = ;i(jr(a 】） ， * ■. ，宂 （a J) = 0 ， 

即 於 0<〜）， • *■ ，方 0„))— 沪 (》!)，- - - ? ?r(cf n )) = 0, 

所以奴…与 a 的表法无关 . 由 o 唯一决定.因而 G 是五到自身的 
一个映射而且#持 Z 1 的元素不动，仿上可以证明^保持五的加法 
和乘法.因而 c 是方的自同态，由于 
a ( a n )^ jt ( a „)& /(>)的全部根，在厂上生成五， a 是一个满射，又 
由于五是一域 ，疗 又是单射，所以 a 是五的一个自同构.由 a 
的定义可知？ r .所以 jret ?,, | 

定理4表明，一个（无重根）的多项式的知罗瓦群由它的根的 
代数关系总和唯一决定. 

现在要问^,作为根的置换群在什么条件下是传递的.假设 
是传递的，那么 / U ) 的裉％，•..， 〜在仏下 组成一个传递 
集，根据本章§1引理4,多项式 / U ) = U - 〜）"*( = 一 a n ) 在 T 
上不可约.反之，设/(4不可约，同样稂据引理 4 , 含有 q 的传递 
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集恰好足 A 的极小多项式 /U) 的仝部根.因而心， 一 ， A 是在 
< h 下含 A 的传递集，这表明 K 是传递的. 

其次，我们知追，根《 1 , — .1的交错群次坫\的指数为2 
的£规子群， Hifti A n no f 也足 k 的正规子群，指数 
A ]<2. 试 h 这个指数忐现在多项式 /o) 冇什么态义？易知指 
数 i 的充要条件娃 fV,C 次即不含奇置换.这 f v 根的交错函 

数冇关系，裉〜，•…，〜的交错函数是指 A-=n( ai - \).将 

1 < 3 

^^••，0 |1 看作根的自然顺序，若〗<久则看作一个逆序. 
设置换 aeo, 有 r 个逆序. JT 作用在 A 上不难说明 

JT ⑷二 [Jooo- ^(or,)) —{ —1) T — a /)， 

it? 


得 宂 ( A >=(，-- l ) r A , 

若特征 /( F ) = 2 ，则― 1 = 1，<△〕=△， 对所有 : ttGG ,， 因 ffffA 恒属 
于基域 P ， 设，则 ^( A )= A 的充要条件是 a 为偶置换. 
因此在伽罗瓦对应下中间域 A / = /( A ) 与子群 对应， 

记作 Z ?(/)， 叫做 /( W 的判別式. Z >(/) 恒属于 F . 综上 
所述得到 


定理5设 A 为一个《次无重根多項式 /( or ) 在负上的奋罗 
瓦群.于是 

U ) A 是传递的充要条件是 / o ) 在 F 上不可约. 

< 2 > 设文<尸）#2.則 A 只含偶置换的充要余件是/(幻的判 
别式 Z )(/) 在尸内可开平方.令 △=〆 />(/)，龙則 
Oa \( M / K )=0, f ) A nt | 

多项式 / GO 的判别式是根的对称函数，可以表成 /( z ) 的系数 
的多项式.将几个低次的 /( W 的判别式写在 下面， 
f(x) ^=x 2 + bx 十 c，/?(/) 4 c, 

/ (;r) = a： a + ax 1 + bs + c r .0(/) = —4 a z c + a a ^ a + l8 abc — 
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4 27 

若则经过一个替换 T = f 将 fU ) 化为下列形状 

g(y)--y 2 -^-py + 此时 ^>(^)^-4 ^ — 27 g 2 =/>(/), 
当； ^(F) 卢 2 时，一个四次多项式疋 4 + ar 3 十 bx 2 ^-cx + d 经 

过一个替换— +可化为 

g"(y) = 〆 十 : py 2 十 gy 十 ' 

此吋， 

汐（钇） =16jjV —4p 3 g 2 —128 多 2 r 2 + 144^^ 2 7 — 27^* + 256r 3 ™ Z>(/) # 

利用定理 5 比较容易地定出低次无重根多项式的群， 

域佥上的二次多项式 + c 的群只有两种可能： 
若 H 幻不可约， 则^ 为二文字的传递群即及 2 .否则 G , 为单位 

* ^kAK 

兀群. 

域 F 上 三次多项式 f(^) =^ r a -h ax 2 ^-bx -^-c 的群有多种可 
能.根据定理5完全可以决定.若/(均在 F 内完全分解/(幻= 
{x-a){x-P){x-y) y 则义为单位 元群. 若/(功=(3^ + ^ 
+ v )， 而 在尸上不可约- 那么仏等于^的子 

群 A ， 仏表尕 Prah 的两稂的对称群.设 AT ( F ) 妾2而 
且 / b ) 在广上不可约，则 / U ) 的群 A 是三文字的传递群，即 
沒3或进-•步计筧 /( 幻的判別式若 D 在 F 内不能 
开平方，则义=^^否则 G , 二1 

P 上四次多项式 / U ) 的群冇更多的可能性.若 / O ) 可约， 
则可归结到 f : 而的情况去讨论.设 / U ) 在 P 」: 不可约.此时 
是四文字的传递群， h 的阶是4的倍数有4_,8，12,和24四种可 
能.而而屮阶为4的倍数的传递 子群有 5 4 ,山，西罗2-子群， 
四元群 F ={ e ， （12)(34)， (13)(24), (14)(23)} 和循环群 Z 二 
<(1234)> 五种. 闶而只有五种可能，应用定理5, （2) 还不足 
以决定除了定理 5 以外还需要引进 / U ) 的根的新的函数. 
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定理5中的 A 是一个二值函数，就逄说 A 在 h 的作用下一般出 
现两个值 A 和一 A , 我们还要引进根的二值函数.以下一直假 
设/(巧# 2 和 f {x y = x i , px ^ : qx ... r yi ： r f : +可约.设芯 = 
尸 （a, ，〜，〜，％)为 /( 幻的分 裂域， a t Mj /( a ;) 的根.在丑中取 

a 二（〜十 《 2 )(« 3 \ ai') i P = {a [ ^a^){a z -V a^) f 
V=(^i I a 4 )(«2 十 a 3 ), 

由计算可知 \ 毎个 7 t & G f 作用丁 a，；?，y _ HU 起 a ， 点， v 的一个 
排列.因此，以心 j 3, V 为根作一个多项式 

g { x ) = {x — a ' y^x — ^){x — y ) x 2 \- b ^ x % I b 2 x -f b 3t 

gU ) 的系数匕在 a , 的作用下不变，从而广貧 （幻是 f 上一 
个三次多项式，令则允是芯 o ’ 的一个中间域 
而且是 & U ) 的分裂域.因而是-个伽罗瓦扩张.应用对 
称函数基本定理讣览紅（幻的系数得 

&1 = — (a + j 3 v ) — 一 2 p ， 

b ^ = ap *f cry + j 3 y = p 2 —4 r f 
b ^— af 3 y - q \ 

因而(幻的系数可以从 /( 均的系数算出来.有趣的是贫(幻的 
判別式等于 / U ) 的判別式，事实上 

P — a 二 («3 — a !) ， v—a = ( a 3 — tfi )( tf 4 — a 2 ) ， 

V ~ P = ( a 2 — a 【）（ a 4 — as ). 

于是得 D (贫 ）=〃</). 由于可分，万(/)40,从而乃（足)尹0, 
«，卢， V 两两不同.在伽罗瓦对应下设的子群"与反对应，求 
证 * 

Gsl \( E / K ) = H = O j C \ V , 

其中 V = {1, (Aa 2 )(a 3 a 4 ) ， (ct i a^)(cc 2 a i ') , (or^O (or 2 a 3 )}. 

因为 G , 屮毎个®换必属千下列五种类型之 

必， y {< x x a .) y { a x a 2 < i ^) .{ a ^ ta ^ ai ) 

其中前两种属 Tr 而后三种则不属 T K , 同一种类型的置换对 
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的作用是相似的（因为 a lT • • • , cr 4 在 cr ， 办， v 中处在对称 
的地位）因而只需考察上面五个 S 换对^ V 的作用就够了. 
头两个都分別保持不动，因而 保抟人 的元素不动，所以属 
于 //， 而 （ a 】 ，《2)对换疗和 V ， （ awaa ) 将 cr ? P f y 变成 V ， a ， p ， 
( ai crww 4 ) 对换《和 v . 由于 a J ， v 两两不等，由此叮知后三类 
+厲于丑.所以二 J 7— Gal (五/ 尺）. 


如上构造出的三次多项式艺 O ) 叫做四次不可约多项式 
/ U ) 的预解式*我们可以根椐 gU ) 的群定出 /( 幻的群.兹分 
情况讨论如下： 

<o g -(^) 在厂上不可约而且判別式/>(贫）在 P 内不能开平 
方，根据三次多项式的群的讨论，可知 Gal ( 夂/尸）二 S 3 . 特別 
从面 3|| G ,|. 已知4丨丨仏|，所以 t ?> 的阶为12或 
24,由 F A 只有唯一的一个12阶子群』 4 ,全由偶置换钽成，而 
<- s 含有奇置换，所以只能是占 4 . 

⑼紅 U ) 在 f 上不可约但/ 此时，有 i/K/) 

<9,只含偶置换， G f ( ZA ^ 另一方面，根据三次多项式的结 
果， C3al(iST/ing 為，从而 3 I |G ,|. 由于川 <9山有1川<?, I ，所 
以 = 

( iii > 在 P 内分解成一个2次不可约因式和一个一次因 

式之积•此时[尺： = = 2 .由于|丑|<^卜4,有|仏|< 

良 因而 h 的阶只能是4或8,面[五 ：岌 ] 只能是2或 4. 若 f (: c ) 
在兀上不可约，則[及:反]二4,从而是 A 的一个8 
阶传递于群， 但&的 8 阶子群只有一个共轭类即西罗2-子群， 
而且 传递. 这类子群与二面体群 i > 4 同构 • 所以 <5, = <；(12)， 
(1 Z 24))= I > U 设 / U ) 在足上可约.则[五：反]<4，|仏|<8. 
此时仏 是一个 4 阶传递子群 • 但是&的4阶传递子群有两个 
共轭炎即四元群7 = <(12}(34), (13)(24) 乂 和循环群2 = 

< a 234 >>. 为了进…歩决定 S 需要计算 gU ) 的判别式，设 
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尽（幻的 二 1根^ a v 适合2次不"」约多项式 n 幻而 
f , 于是 

= f(y)^D(^) T 

其中 woe 由于 0(4 不可约 . yT ^ y 车扒，闶而 〆 

从而 h 含有奇背换.于足仏 U 能与循环群<(1234)>同构. 

( iv ) gU ) 在/〃内分解成一次因式之积即 a , 卢， v 全厲子 
此时 K 二 - f ，//'- g ,, 因而 miUH 义 i . 所以 1 仏 
4 . 从推出 Gj - F , 

综上所述得到_1^列亊实：（将 / u ) 的根々，…，《 4 简记作1， 
2,3,4.) 

定理6设域 F 的特征尹 2, 又设/<幻为域丨上一个 4 次不 
可约多项式.尽（尤）为它的 3 次预解式， / T / F 为以; r > 的分 裂域. 
于是 

⑴若 gO ) 不可约而 JL〆 - /? (貧）牟则 G t = S “ 

( ii ) 若貧 U ) 不可约而且/尸，則山. 

( iii ) 苦以幻有一个 2 次不可约因式而且 / O ) 在 iT 不可约， 
則 ^ / ^<(13),(1234)\ 

( iv ) 若 《（ a ) 有一个 2 次不可约因式， 而且 f ( x ) 在 K 上可约， 
則 G , 二 <(1234) 乂 

( V ) 若 g ( x ) 完全可分解成一次因式之积 ，則 G ,-<(12 ；K 
<34>，（13)(24)>. 個 

应用上面的结果來计算几个整系数多项式在有理数域 Q 上 
的群. 

例1 /(^)=： J 7 4 I 2 ^ + 4 x 12. 

裉椐爱森斯坦判別法可知， /( 幻在 Q _ h 不可约 f 它的三次预 
解式 g ( x )-- x ri - A x 2 — A x I 16. 而且貧(>)二（怎 一 4)( r -2). 
2)1所以 / U ) 的群 G , 为 F - { e ,(12)(34), (13)(24) ， （ U ). 
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U 3)). 

例2 /(^) — 8 x h 12. 

读者不难验证 /( 幻在 Q 上不可约.它的三次预解式老（怎> 

— 48$十貧（1)在 Q 上也不可^但^>(^)= -4 - 
(一 48) s — 27*8 4 = 2夂3 4 是一个平方数.所以 / U ) 的群为交错群 

山. 

例3 f ⑷-」疋 4 十2 : r 2 + 2, 

/( 均在 Q 上不可约.它的三次预解式君 （>) = P — 4 x^~Ax 
^ x { x^~A a ：-4), P — 4 $ — 4 在 Q 上不可约.因而/(幻的群 

或同构于 A 的西罗2 ■■子 群或 同构于 循坏群 Z = <U234)). 

4 怎— 4 的根为 2 ± 2 VY } 右（疋）的分裂 域为瓦 = Q (/ Y )+. 由 
于 /( O 没有实根而芨是实子域，/(幻在 A ' t 只能分解成两个2 
次因式之积.又因为 / U ) 只含偶次顼， / U ) 在尤 上只能分解成 
如下形式 

/(^) = ( x 2 h -« j ； + z >)(^ 2 —0^ + ^)^ 

比较两边的系数得由于 ae 冗， a 2 
>0,只能有2 = 2(/了一 1). 2在 五内能 开平方2二 
( VY ) 2 但1^了一1则不能，因而方程 a 、-2 W d 在瓦内无解. 
所以 / U ) 在反上不可约.根据前面的讨论 ， j (幻的群 G , 为& 
的一个西罗2-子群. 

义=&和 A 二<(1 2 3 4 )>的4次不可约整系数多项式的例子 
以后可以见到.高次无重根的多项式的伽罗瓦群的一般计算方法 
特 在以后 给出.下面我们进一步给出例3中的群 G, 的具体形式 
并写出子群和子域的伽罗瓦对应. 

例4 十 2 V + 2. G ^ D U 先具体写出仏，由于 

/( 均只有偶次项，若 a 为 / U ) 的一根，则一 a 也是它 的根. 因此 
不妨设 / O ) 的裉为《， - a , p 和一纥 于是/和 p 为 p 十 2 ^ 

+ 2的根.解出得 — 不妨记 a=/7^r， 
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fi = y/~T~T- 设 £7 Q 为 / u ') 的分裂域.则 Qi >) 和 Q (扪为 
龙的中间域 ， a 

^-Q(« ? vff) 5 QC«)nQC^)-QC« 2 )--Q<^ 2 ) =Q ⑴， 
[l ； :Q(i)] = 4 t E 的每个自同构都引起 Q ( i ) 的自[司构，反之， 
Q (0 的每个自同构在充上 有四个 不同的开拓.另一方面， a 和卢 
在 Q (纟)上的极小多项式分别为 — (i — 1) 和^ 2 — ( — i — 1), 
Q (《） 的自同构在迟上的每一个开拓由 a 和於的象唯一决定.下面 
具体写出瓦的8个自同构.为简单起见， a ， 一尹，一办分别记 
作 1， 2,3,4_ 

Q ( i ) 的恒等自同构在瓦上有四个开拓，它们都保持 i 不动， 
也就保抟一 1) 和 P +(£ + l ) 不动.因而它们只能引起1 
— «之间的置换和卢，一卢之间的置换而且这两部分置换是独立 
的.所以这四个开拓用根的置换表示就是 

«,(12),(34),(12)(34). 

Q(0 的自同构 a + 将 i 变成一八因而它在釘 

上的闽个开拓是将 P — 的根和(—〖一 1) 的裉互换. 

叩将 a 变成於或一疗，同时将 办变或 《或 一a 而 IS 不依赖.因 
而它在五上的四个开 fe 用稂的置换表出就是 

(13)(24),(14)(23),(1324),(1423), 

这样^由上而8个置换组成. G , 除单位无群和本身外有三个4 
阶 - f 群和五个2阶 子群： 

4阶子群*「= {〜（12)(3.0,(13)(24),(14)(23>}, 

Z 二<(1324)>， 

V 1 ^{e ? ( 12 ) i (S 4 ) f ( 12 )( 34 )} 

2 阶子群,<(12)>，<(34)>，<(12)(34)>,<(13)(24)>和<(14). 
(23)>. 

找出与上述子群对应的子域.首先，根据上面的^构造可 
知 QCOCInvtFO . 由于 [ l : Q ( i )：}= |PM =4. 稂据伽罗瓦基 
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本定理， InvCF ^- QC ?) 由 TaW 2 - 2_ 万不妨如此选择 

使得 a0 = / T , 显然 Y~Z ^ V 的不动冗，因而 Q ( / 2 ) = 
Q(^^)CInv(F). 由子 [A:Q(〆 了)]二 W 卜么 M 理冇 In V (「> 
^--Q(YJ). 注盘 (1324) 将 i 变成 “i f 而且将 VT 变成 
一㈣：- —-/ 2 , 因而 i - 1^2~ 二 〆 二^在 （1324) 下不动 ./ 二^是 Z 
的一个不动元，于是 Q (/ l ) - Q ( a /?(^-^ 2 )) CInv { Z ). 
l^-Q (/ l )] 等子2的阶， MX ^ lnv ( Z )-0( y ^2 ) t 其次来 
定出二阶子_不动域，根据伽罗瓦基本定理可知，2阶子群的 
不动域都是 Q 上彳 次域.（注盘[友：<5] =8) 首先显然有 
Inv(<(12)»-Q(^) ? Inv(<(34>»=Q(o), 

其次由于 <(12)(34)> = FnZ ， 根据伽罗瓦基本定理<(12)(34)> 的 
不动域包含 F 和 Z 的不动域的复合域 q ( vT).q (/=幻= 
CK / Y ， y ^2 )-Q 而且裉据基本定理（3)，有 

Inv «(12 K 34)» - Q ( YY 7 i) m 最后定出 <(13) (24)> 和 （（14) (23)> 
的不动域.首先《 +疗是 （13)(24) 的不动元，因而 Q(a + /?) C ： 
Tnv «(13) C 24)». 决定0(^ + 々）的次数.（ 0 +办 ）2 = /十召2 + 
2 a 点。2七 2 l / T =2 (l 十/了）.由此吋知 Q ( i / T ) CQ ( a + ⑻ • 
又因 2 在 Q ( VT ) 内是一个平方数(/了) 2 而 1+/ T 在 
Q (>/ T ) 内不能开平方，可知 a + 卢年 Q (>/ T )，[ Q(a f p): 
Q (/ I 〉] — , 从而 [<Ka 十 卢）： Q > 4 - 所以 Inv («13)(24)» = 
Q(a I 々). 其次令 t = (1234)， 有 （14)(23) 二 1：(13)(24>^.稂 
据伽罗瓦基本定理， Q( t (^^P))-^Q(/3 - a ) 是 
^<(14)(23)〉的不动域， 

现将 ( Kar ， 疗）的子域和它的群 G , 的子群之间的伽罗瓦对应 
用图表/ I )出来，用1，2,3, 4分别表示 / U ) 的裉《， 一 a ， 卢和 





h 肴限域的 妯 罗蛘及其子城 


h) 




§ 3有限域的伽罗瓦群及其子域 

先回忆一下第七章所得到的结果 • ■一个有限域尸的特征是一 
个素数，设为 A 子是/包含素域 = 设 [尸： 则 

F 的元素个数为而 af 是在 F , 上的分裂域，尸恰由 
I 的全部根组成.这样， / T 由它的特征 p 和次数[尸： F ,] 唯 
—决定 • F 作为加法群是一个 初等？ 群，所 谓初等 p 群就 是不变 
量为 p t p ， …， p 的有限阿贝尔群. ft 尸一 {0 M 乍为乘法群是一 
个循环群，它的生成元的个数等于炉（炉一1). P 可由 y 的生成 
元在 F ， 上生成 ，因 而是 F ， 上的单扩张.反之， f 的本原元素的个 
数等于 
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(见第匕窄习题 22) 可见 F /¥ r 的本原元素比 V 的生成元多得 
多， 

由于 P 是可分多项式 V " — ; r 在 F , 上的分裂域，根捃定理2, 
足一个伽罗瓦扩张.记<? = 0 3 1(^/匕乂根据笫七挛 ，尸有 
一个弗罗 W 纽斯自同构 

cr(ar) 

‘定义 S 如果一个伽罗瓦扩张 E/K 的伽罗瓦群是一个循环 
群，则 E / K 叫做一个循环扩张. 

定理7 JJ n 元有 限域尸 是素域 F , 上的循环扩张.而且它的伽 
罗瓦辟由它的弗罗历纽斯自同构^生成. 

证明首先指出/循环群 <〃> 的不动域等于 Fp . Xka ^ F^a 
的一个不动元 : cr ( a )= a ，于是0^ = 0 /是;^一^的一根，因而 06 
F ,. 所以 Inv (0>); CF P . 反之，因为 F , 是一个素域，卜:= 
—1} 是由单位元素 e 生成的，于是 er ( r - e )， Ttr ( e ) 
r- e ，re 在 c / 下不动，所以 F，CInv «^>).总之， Inv (<>>) = 

根据定理 l ，< a > = G a l ( f 7 F p ). 所以 P / F , 是一个循坏扩张. | 
P n 元有限域由它的元素个数 〆 唯一决定，因而圹元有限域 
可以明确地记成 F # 或 F tf , g =，. 下面我们稂据伽罗瓦墓;^定理 
找出 F ,_/ F , 的全部中间域.由于的每个子域都包含素域 F ,, 
因而实际上是找出 Fm 的全部子域.由于 F pm / F p 的伽罗瓦群是 n 
阶循环群 0>. < cr > 的子群我们是淸楚的.对 w 的每个因子阶 

循环群 < a > 有一个而且只有一个■^阶子群，它由 V 生成.因而 

( a d ) 9 d \ n , 就是0>的全部子群， 

定理8 ( i ) 对《的每个因子<有限域有一个而 JLn 有. 
一个 〆 元子域 IV ，它是 ; rM — r 的分裂域.在釦罗瓦对应下， Fm . 
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与子群<</，对应， 

( n ) F —/ F , 的伽罗瓦群与 < cr >/< V > 同构，令 f _ r 7| F〆 ， 則 
Ga 】（ JV / F p )=<5> 〆 为 IV 的弟罗贝纽斯自同构. 

( iii ) 子域包含的充要条件是 cTK 因此有 
F H DF〆 二 F pr ，r = ( d ， 夕 X 
Fy F pi / = F pin y m^\_d 

证明 （ i ) 设为 W 的住一不动元 t 于是 M («) 二 

= 为 — r 的一根 • 反之，由子 d \ n , x ^- xix fn - x . 

^在|^内有〆个不同的根而且每个根 0 ^ u ^( p)^^ s = 
片， 尹是 V 的不 动元， 所以 In V (<V>) 恰好由 — $ 在 内的 
全部稂组成.即 〗 nv <( aO )= Fw . 

( H ) 由伽罗瓦基本定理即得 4 

0 H ) 根据伽罗瓦基本定理有 

其余两条显然 . | 

对于任意两个有限域 IV 和 F , •，荇 m | ra , 则由定理 8， F ,_ 含 
有一个 p m 元子域与同构.另一方面，由于 Fpw 和 Fjjm 都是 
F > 七的伽罗瓦扩张，根据定理 3， F P ， 与 F ,„ 的复合域等于.这 
就是说，只要就可以看作！％■的子域，而且的 
伽罗瓦群等子其中</是 F pn 的弗罗贝纽斯自同构. 

定理7和定理 ft 是将 F ,， 作为素域 F , 上的伽罗瓦扩张所得 
到的结论.若将看作它的任一个子域 F pW 上的伽罗瓦扩张， 
则定理7和定理8可以推广到这种推广读者自 C 可以 
作出来. 

最后，裉据第七章定理 I 3 可知，当 （' p ) = l 时 ， f 一1在 F , 
h 的分裂域 F〆 ^) 是 F ， 上 m 次扩张，其中 m 为 /(010加）的指数,（ 
为一个本原^次畝位根.因而次循坏扩张.设儿为 
h 上任一域扩张，根搪车理 3 ， n 1在 ir 上的分裂域 jnpap 
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是 A J: 的一个循环扩张，它的次数 [KS): 冗]是 m 的因 


§ 4方程的根可用根式解的判別准则 

这一 W 将揭尔特征0的域 F h 任一 XI 根的多项式/( X )的 
群和 / U ) 的裉4用相式解 之间的 深刻的联系.这是天才数学家 
伽罗 / L 所取得的完关的成 

定义 6 如果-个冇限扩张 A 7 f 是一个单扩张 KzFb ) 而 
K ^- ae^\n [/^:，]，則六7厂叫做一个单根式扩张. 一般说 
来，如果一个杆限扩张厂/，可以插进一串中间域 

(1) f - Fm”，cm 

使得毎个厂 u [//^， i =-0 , …， r - 1都是爷根式扩张，则 K / F 叫做 
根式扩张，而 （1) 叫做八7 〆 的‘个根式扩 张链. 

定义7荇域 F 上一个多项式 / U ) 的分裂域冗包含在 p 上 
一个裉式扩张瓦屮，则称 / U ) 的根作 f 上可 用根式解 . 

例1有理数域 Q 上二次多项式/(均一 ^ 一3$十5的两个 
根 

〜=|(3十 〆 一11 )， ^a = y (3 + 

佥包含在 Y ^ CKV ^ TT ) 中， A 7 Q 是一个爷根式扩张，因而 f ( x ) 
的根不论按通常意义或是按现在的定义都是可用裉式解的. 

例 2 § 2 中的例 4 , f{^)=x^2x' 1 12 它的四个根为 a_ 

— a ，#，一 芦而 

a :上 1 ， "=: 〆 - - i/H 

Jia 2 p 二 -2, 约定 a •彡 VT , P - l ~2 \ / u ) 的分 

裂域 f - Q ( a 3 y 9) - Q(T ^ 7 !, 1 了 j )， 它本身就是一个裉式扩 
评，因为也 / Q 冇一个根八扩张筠； 
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QCZQiV-i) F,(Z H (T / T)C^ 3 - }K{a)- E 
因而 fU ) 的根在现在的旮 i 下茫 4 用根戍解的. 

一般说来，如果域 P 上一个多项戊 / U ) 的每个根都可以从， 
的元素出 K 经过有限步骤的五种运算 +，一， • ， +及开任怠次方而 
料到，那么，容易说明 / U ) 的全部根包含在比定义6弱一点的根式 
扩张链 

(2) F ^ LQCZLiCZ r ' - C 1 L b =L 

中，其中 J? 这里不要求 

u m 足，将#到 / u ) 的全部根可以 
包含在-个满足定义6的条件的根式扩张中.反之，如果多项式 
fO ) 的全部根包含/+:裉式扩张 A ' 中而且欠有一个根式扩张链 
(1), 令 h F ‘ ,(^), ar -~ n^-lF A : F J|i 

么 A 可表成的形式， W 而兀的元素可以表成 I , y "^ 
…， ( 的线性 m 合，系数在中.对 r 作归纳法 
可知; r 的元素可以从 f 的允素出发经过有限次的 +， 一 ，‘， +和开 
方（开《.次方.，彳=1，” *， r ) lf ( i 得到，因而/(^)的每个根也如此. 
所以现在根式解的含义和通常的是枏同的 4 

对于一个单根式 扩张& F ( a )， CT w = r ae f ， 若次数是一个 
复合数 n = rs , r > l ， s > l , 则在 F 与 &之间 插入中间域 i = 

使得 FCLCK 为- 十裉式扩张链，而且[1^户：| = 7*,[；尤：[：]= 
^因此在定义 6 的 （1) 式中适3插入一些中间域可使 （1) 仍然保 
持是 K 的一个根式扩张链而且每个 [ 都是素数. 

在伽罗瓦理沦中，我们必须要求可以用根式解的这一类方程 
屮自然要包括全部二项方崧/一在内，特別要包括， 

1在内.尚此需要我们首先 W 论 ^-1 在 P 上的分裂域的伽萝瓦 
群. 

定理9 ，一 1 U >0) 在有理数域 Q 上的令裂域五的伽罗瓦 
鮮和整軚模《的环 z / nz 的单位群 z : = ( z / Vzr 同构， 
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证明由第七尕 §6 知道^ w -- l 在 Q I :的分裂域可由任一个 
本原的 w 次单位根 S * 成，即尺 「 Q(n 3娃分 IM 1 多项式由„(幻的 
根.山丁1由《0)是一个整系数多项式而且是不可约的(: r ) 
足 s 的极小多项式，于是尽对 q 的次数等 ru 幻的次数炉（《>， 
即於的欧拉函数偵.由定理2可知 EJQ 是一个伽罗瓦扩张，由定 
理 I 可知 E / Q 的伽罗瓦群 G 是一个炉 U ) 阶群 + 现决定<7.裉据§ 1 
引理 LAU ) 的史 U ) 个稂在 G 下是传递的.对于 
每个 < reG ,£ f £ a 下的象仃(乙)是由„(次）的一相， a (() 反之， 

对由每个稂有一个唯一的 a 6 G 使得 = 因此的 
元素可记成〜， （ v ， W )= l , 它由方程唯一决定.显然 
<7，=0^当而且仅袅1>三"（1110扣），由计算可知，0^^(()=0^(0 = 
^ un ^ c ^ or ^ a ). T 是 

o , y *a tl =a itfif 

所以 6^( Z /« Z 广 .■ 

定义8如果一个伽罗瓦扩张 EJF 的伽罗瓦群是一个交换 
群，则 忍 / F 叫做+个阿贝尔扩张.例如 Q 上的分圆域是一个阿贝 
尔扩张， 

推论 设 F 为一个特征0的城， K 为 x * — 1，《>0,在 尸上的 
分装域♦則 <3&1(反/70与 （ Z / reZK 的一个于群叼 构. 因而左/卩是 
一个阿 W 尔扩张. 

证明根据定理3 ，K = E.F 复合域 ， Gal ( K / F )^ G ^\( E / 
龙门歹）而后者是 Gal (芯 / Q > 的一个子群，因而它与 (Z /„ Z 广的一 
个子群间构 . I 

定理 1 D 设 p 为一素教_若域 F 包含^个不同的 p 次单位 
根，则尸上任一个声次循环扩张疋都是根式扩张. 

证明由假设，/ 1 包含 P 个不 M 的#次隹位根，那么 F — 16 
#[>] 是一个可分多项式 • 它与微商 (V - 1 / 互素_从而 

^- 由此可知 P 的特征或为0或者为一个素数.若为后者，则 
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F 的特征必与 P 互素.这 P 个 P 次单位根4由一个本原的 P 次单 
位根 C 生成山£'其次，由题设是 P 次循环扩张， 
则 G —Gal(A7f) 为一个 P 阶循环群，设由 a 生成.由于 [尤： 

P ；0 素数，夂》1由，外任一元素$生成，因为且整除 
i > ，必然 [ F ( W : 尸 ]= h 从而尸（0)=太.以下是证明的关键.应 
用拉格朗 H 的预解式，就是利用 i > 次单位根从0作出一个新的生 
成元使得它的 J > 次方属 T 令依次与 LcrW ), 
^(0) ，…*4(幻相乘后求和得 

( W ) ':# + £《⑻+…+:，_七卜如）， 

这个和数叫做拉格朗 B 预解式.它有如下的特性，用 o * 作用于 
1^，9),汴意£在^下不动， 

<r(C f 0)=^(O)^C^ 2 (9) + ■ •. + i p - 2 a r ^{$)+^~ l 9 
=c- l (i,e). 

假若（£4)关0.由于£古1，有由此可知 （£/) 不 
属于所以 ( O ) 是允的一个生成元.而且 ( SJ > 的 P 次方属于 
F , 这是因为 

;于是 ( S /尸 是<7的也是 G 的一个不 动元. 稂据伽罗瓦扩张的定 
义 〆 S /产 属于由此吋知&是，上的一个根式扩张_为了保证至 
少有一个拉格朗 H 预解式 （ S /) 不等于 0. 我们联合考察 p — 1个 
拉格朗 HM 解式 (10)，.( P 坯加上一个（1，沒）=- 
+ 注意这个元素属于尸.具体骂出就是 

(2) (£ v j 没）二沒 + 十 • - * ^ ( 卜 卜 1 (0) ， 

”= 0 ， 1 ， … 1 ， 
o-u r t o)=c~ v a v ^), 

对 （2) 式两端求和 ，注意 a ; (6») 的系数1 = 1 + t 十…+ 
^ip i>^ lO 时，\ = 14( + ’" +亡卜!-:0而 a 0 =p， 所以 
(M) + (g ， £l) + … + (W) 二 ' 垆 . 
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由 T^(^) -0 或（夕，/(^ 7 ))二1，因而沪垆0假设(€，9)，…,((’—， 

沒）全为0,则^ +(1，赃 F . 矛盾.所以至少有一个 (rJ),l< 

V < J >， 不等千0,这就完成了定 理的证 明 4 ■ 

下向要 ffl 到吋解群. H 忆一 K 有限可解群的-.条基本性质： 
一个有限4解群 G 有一个合成群列 

o- … 

使得闵 r 群 G./Cwi-CKl, •.〜 r--l 都是素数阶循环群_ 而且 
町解群的了 群仍是 解群.（见第/,章习题 42) 

定理11 (伽罗瓦）设 F 为特征0的域，若多项式 / u)e 
在 F 上的分裂域万的伽 罗瓦群 GaK ^/ P ) 是可解的，則 / O ) 
的根可用根式解， 

证明 我们证明 1 彡定理等价的命题 t 若特征0的域 F 上有限 
伽罗瓦扩张丑的伽罗瓦群 G 是可解的，则及可以包含在一个稂式 
扩张 A7, 中.证明对次数[五： F ] 作归 纳法. 假设当 [ Un<n 
G>1) 时命题成立，求证当 [： 五： 二 《时命题也成立.设， 
外为《的全部相异的素因子， . ■九，设^为一个本原的 
m 次黾位根，则尸 （£) 是 F 上一个阿贝尔扩张，(£) : 尸]<炉（描） 
<«_阿贝尔群0 3 1(^(^)/尸）当然是可解群，根据归纳法假设， 
P(£) 包含在一个根式扩张1/厂中.设 
(3) 尸 = F 0 Ci^C：.HCiV=i 

是 i/F 的一个根式扩张链.然后 作瓦和 Z 的复合域龙，1，孖= 
Oal ( EL / L ) ^ G-Gal ( E / F ) 的一个子群 ■ 因为可解群的子群 
仍为■-个可解群.于是//有一个合成群列 

H - ^ D //,3-*0 // r 

使得仏 /// t _ | 是」个素数阶循环群，?:二0，1，， * ■，r — 1在伽罗瓦 
对应下让尺 i/.L 的中间域 A/L 与子群/人 相付 应，千足得到五 i/i 
的一个子域链 
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(4) EL , 

使得是上伽罗瓦扩张而且孖. ///. y . 因而 
1 義 i 是素数次循坏扩张，而且 [/ Vt - d 邡是〃的素因子，也是 
m 的紊因由于 i 包含本原的 w 次黾位根，当然也包含每个本 
原 A 次萆位根.裉据定理10,每个 LJL ,., 是一个单根式扩张， 
将 （3) 和 U ) 连接起来就得到 BJL / F 的一个根式扩张链.于是五 
包含在裉式扩张万 IV ，中.这就完全证明了定理 .■ 

下面着手证明定理11的逆定理 •苗 先证叨定理10的逆定理+ 
定理 t 2 设域包含 n 个不同的《次单位根， 《>0. 則二 
项式 〆 一尸，0卢0,在严上的分裂域 瓦的伽 罗瓦群为循界 
群，其阶为并的因子，特别，若 a 在 F 上不可约，則1 (? 丨=： 

证明与定瑚10的开头一样，由假设可知 P 的特征或为0或 
为一个素数而且它与作亙崇， F 的《个托次单位根可由一个本原 
的 n 次单位稂$生成 ， U j 2 ,-.. 设6为 W — a 的任一 

根，则，一 a 的 n 个裉为它们全属于尸 ( fl ). 
因而芯=尸（沒，0， ."， n ) = - F ((?), 同样瓦=尸 (£$)， i = 0， l ， 
一〗•对于每个仍为的一根 f 设为 (7(0) 
二 r 纥 a 由0的象唯一决定，因而 a 可表成此时〜和 
心相等当而且仅当 r=^(mod «), 由此建立了一个单一映射 

G -^ Z/nZ 
a y y^v =s=v(modra), 

注意 = b 由计算 

^/l9)-or lP (cr,(0))=c7,(^^)-^cr v ((9)-^r^ = r + ^ 

= o wJ 没）， 

所以 = 因而上述映射是一个单一同态. 柘以 G 和加 

法群 Z / ftZ 的一个于群同构.由于 Z / VZ 是一个 ft 阶循环加法群， 
因而 G 是《阶循坏群的一个子群， G 是一个循环群而且阶为〃的因 
子.若 V — “ 在尸上不可约，則[五：从面 | G | 此时 G 
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是一个 W 阶循环群 . I 

推论设 P 为一素数而且尸包含 P 个不 同的/ 次单位根，则 
二喟式 V —在 F 上分裂 域五成 是一个 P 次掮环扩 
張或者亙^ F 按照 a 在 F 内不能开 P 次方或否而定. 

证明根据定理 12，£7 F 的伽罗瓦群只能是 P 阶群或单位： 
群， H 而芯只能是 P 次扩张或茗=尸.若 = F ，则 x^-a ^ 
f 完全分解成一次因式之积，即 m …， d 全属于此时 T 
一 a = ( — 二（一1尸 .(〜 SP 在 F 

内可开 P 次方，反之，设 a 在 F 内可开 p 次方为 a 的—个 p 
次根_ 子是# — a = P — —沒 )(> —■ *0-，- C …0)，尤— 
r 沒 er [< u 所以芯= •”， f - w ) 二总之，五二尸 当而， 

且仅当 O 在 iT 内可开 J 3 次方_ ■ 

引理设尤/尸为一择式扩张，… Ci^=Jf 
为它的一个根式扩张链，并俊定当文 （ p ) 为素数时所有[匕：尸^] 
都与 x(f ) 互素. 则龙 /f 的正规闭包五/冗的伽罗瓦群 g 是可解 
的.而且 loM 的素因子不超出所有[尸,：尸卜」所含的素因子， 

证明首先由假设可知反 /p 是可分的.因而也可分. 
它是伽罗瓦扩张， 

A - d 而且不妨设九.0 = 1，，••，/)都是素数.五在 F 上正规，当然 
E 板每个 上也正规.夕‘一^!是上不可约多项式而且 
在’内有一根％，而 且当义 （ F ) 为素数时 ，乳与 y ( iO 互素，因此 
W -a 卜 I 在 F 卜1上可分，它:的几个根〜（〜，.-■全在五此， 
其中乙为一个本原的 A 次单位根，子是 j ：= l , …全 
厲子忍.令/^：-，(^，*.，，1).裉据定理 9 的推论以及 §3 的最后 
的说明，是 F 上的阿饵尔扩张.显然凡 a 包含全部本原的仍次单 
位根其次，在 X 。上作出一个根式扩张链.首先将 G 作用于々得 
W —个传递集《〗，(7 2 ((^)，，..， a r :( a 丄令兀 

•，.，〜/〜））•显然反 i 在悬璋窣的？鵪焉辑，对所有有 



U 方軺的根可用禎式輛的判别准则 3^7 


^( K ^ dKu 因此，上正规.从仏到 A 有一个扩张链 
( 5 ) K ti CZK G (a l )(ZK G (a u a 2 (a l ))C ： — -C ： K a (a ly (^( 心），...， 

吆 ⑻ X- 

因而 (5) 是皮 i/i^ 的一个稂式扩张链，后一项是前一项的一个力 
次根扩张即 h 次循坏扩张或相等* (定理12及其推论）其次将 (? 
怍用于得到一个传递集（^， rJa^O， ■，•， r Tz { a 2 ) % 令左2 = 
A"i(a 2) r 2 (^),*^ t r rj (^))„ 同理可知疋 2 在尸 上正规而且从 
到疋 2 有一个根式扩张链 

八 tCK]( a 2)CiCi(02 ， r 2(a2))CZ**. di^i(a 2 , • • ，， 0^(«2)) = 瓦 3* 

其中后一项是前一项的一个外次根扩张即外次循环扩张或者相 
等.这样继续下去，我们作出一个扩张链 

FdKodK . Cl ^^ ClK ^ 

使得 A 都是 尸上正 规扩张，从圮到 A： … 冇一个裉式扩张链使得 
后一项是前一项的仏 +1 次循环扩张，而且冗 £ 包含心，％，... 

因包含由于丑是 ii ： 在 F 上的正规闭包，必然.在 
伽罗瓦对应下令的子群 G 与&相对应.于是 A 都是 （? 的正规子 
群.而且裉据上面的作法，可知从叹到 a ^ x 有一个子群列 

使但而且商群是 一 个素数；? m 阶循坏群.加 
之 A/G Q = GaKi^/F) 是一个阿贝尔群，所以 G 是一个可解群 . | 
我们知道，可解群的同态象还是一个可解群 • （见第二章习题 

42 )* 

定理13 (如罗瓦）设0,丑/ 及为 F 上一个多喷式 /( 怎） 
的分裂域， 若 f ( T ) 可用根式解 ，則丑 /尸的伽罗瓦群是可解的. 

证明根据裉式解的定义 ，/(*) 的分裂域万包含在一个根 
式扩张疋 /F 中，由引理可知，咒 /F 的正规闭包忍/尸是伽罗瓦扩 
张而 RGal (孟/少>=吞是一个可解群*在伽罗瓦对应下设丑与 G 
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的子群//对应.则丑在5内正规而且0 3 〗（克7尸）兰5/丑.闵为可解 
群的商群仍为可解群，沒 /H 可解.所以 Gal( 芯/尸） nj 解 .■ 

综合定理11和定理13,我们得到 

方程的根可用根式解的判别准则 在特征0的域 F 上，多项 
式 / U ) 的根可用根式解的充分必要条件是 /( 幻的分裂域 AV 尸 
的伽罗瓦辟是可解的， 

定理11的一个特殊怙况是，？一1在特征0的域上是可以用 
根式解的.当〃为素数时，在伽罗瓦之前巳为打斯所【正明.反过 
来，这个特殊悄况又是定理 U 成立的前提.定理: LlW 以推广成 
定理 ir 设豸/尸为域 F 上一个可分多项式 / U ) 的分裂 
域， 当乂⑺ 为素数时，还假定次数[五：尸]的每个素因子小于 
X (^). 子是，若 Gal (五/，）可解，則 / O ) 可用根式解. 

定理11的证明 完全可 以照搬过来作为定理 If 的证明.只 
要注意在那里的次数 [F(0: 不仅小于 n 而且它的毎个素因士 
也是 *(m) 的素因子，因而小于 /(_F )( 当; 为素数时 h I 
定理13也可以推广成 

定理 13' 设域^上一个可分多項式的分褎域五7尸包舍在一 
个根式扩张链 

F ^= FoZlFid ^- CZF^K 

中，而且假定当; KF ) 为素数时，每个 [ JV 尸与;^萝） 互素. 
于是 GaK ^ yf 〉 是可解的. 

定理I 3 的证明完全适用定理 13' .邏 

说明.从定 BB 】 】/ 和定理1 3/ 石到：当基域 P 的特征为素数 p 
时，’上可分多项式 /U ) 可用根式解的充分条件比它的必要条 
件要强一些，这一点可参看本章题 46. 

§ 5 n 次一般方程的群 

我们说域，上《次…般方程是指下列方程 


$5 « 汝一 fe 方程的辟 m 


f 4 - … 0 

其中、■••，匕是，上的独立未定兄即代数无戈允.实上， / U ) 
并不是 p 上的多项式而是《元多项式环上的多 
项式.问题是确定/»在及的商域，（/』，.•.，&)上的伽罗瓦 
群.如果这群是可解的，并假定当; KP ) 为素数时，; Kf ) 大子代 
的每个素因子，则可进而导出/(幻的根用根式解的表达式.从 
此得到如下的结论， F 上仟盘 w 次可分多项式 g { x ) = x n t o ,^ J 
+ Aef ， 在 P 上可用裉式解，而且它的解可在 Jr . 述表达 

式中用⑷代人 G 而得到.这就是所谓的公式解.为了决定 / u ) 
的群，先考虑 f 上 n 次多項式环 ■ PT ^ i 的一个 f -自同构 
群.设 A 为文字1,2,，••，《的对称群，每个 <7£没，引起 
_■*，〜]的一个自同构 

VKl ，‘ -. ，疋 B ) 4 妒 Own ，■ * B> ) 

而且它还保持尸的元素 不动. 这个 F -自同构由的象 
，，…，〜 u ) 唯一决定，仍圮作 a . 这个自冏构还可唯一地开拓 
成尸[欠!， . * • ，疋^的商域尺二^^〜，. — x n ) 的自同构 J ，对于 
妒（方 ，.- ，，欠 n )e 尸!>,，...，〜]，规定 

^ \ ■ _ . , x n ) 

、 少 ( ， 1 ，…，、), Vpo w fl )、 

不难验证，对于 o "， r 名，有 a - r err ，而且当 a ^ r 时，显然斤今 

子.这样得到瓦的一个尸-自同构群，与^同构 • 为简单起见 ， Lti 

仍记作 a ， 心看 作瓦的自同构群.用^\表示的不动域，稂据 

定理1，[欠:尸!]=卜 V 」二 “！• 显然， CA / fij •且 A 还包含心，，+ ■， 

h 的初等对称函数 

°^1 - X i -\- X 2 :， * * 彳 S n ^ 

tr 2 二疋 1 太 2 十 ^i^r a + * - * 十： rud；” 

» *• 4 

o u ^ x x x ^ * * x n9 
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因而从而[凡』0" 

托！. 另一方面 ，g( 方）二（工 一h)(r—* •( a ; — 3 c n ) = x n — crix n - 1 

+ ••• + ( — …〆 B > 上的多项式，它在 F ( a lf ^^ y 

a K ) 上的分裂域为 - * * j ^ bX^u - - * ? ^ ^ * ? Jr M ) = 

K ‘ 因而次数 [H 7 (o^，. ..，cr„>]<tt! (参看第七章定理$的推 
论），总之 cO] = «〖 由 ^(cri， ，， . ， a n ) 
CFi 可知 FO 〗，...= 因而 A： 是 j^t^，.* . ，〜）上的伽 

罗瓦扩张而且它的群为 w 个文宇的对称群攻 n , 

设丑为尸上《次一般方程/(怎）=^ 1 + / 1 丈"-〗+.‘.+心的分 
裂域（在，（1，*‘-,0上），《 1 ,"，^„表示/( ； 0的裉，于是五二 

M n )= F ( u lj -■、 U n ) t 茗 包含一个子环 
^[^，•••，、]，它是 P 上一个有限生成的环 + 我们可以应用第二. 
章定理15，来建立环同态 F [ x l9 ... , + ，…，心]使得 

<々）= **;而且^限制在，上为恒等 同构. v 是满的.而且/?作用 
在〜，_ _ _，*«的初等对称函数力上有 

”(〜)=”（£； rw • 小 £] W " 、 

\V|< ■ < - - c^i / vi <- • * <vi 

=( 一 iyt “ 

g ，…山在 F 上代数无关，从而推出它们的原象一〜，％，•■•， 
(一 1>"0^在，上也代数无关.我们进一步证明; J 是单一的.设 n 
将一个茗（太变成0,作 


0Ui, …， ^)::- II 沈（ £( 疋 1 ，-"，〜））， 

t 

于是对所有的 -丁是 

属于义 的不动域加之彳 （ h ，….， 
…. ， ar n ： h 因而於 Oi ，…•，〜）可唯一地表成％，*■-， 
〜的多项式，设 #(&， .• * >^ H )= q >( a 1 ^ ' - , cr n ) £ ^[ cTj • ,< T n 2 , 
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一方面 •• ( 分 Oi， ，**，〜>)= JJ ” 

' ■ * ，疋*))) = 0,另一方面， qO(<^ ，“ * ，〜>)二炉（一 L ， ■ **,(—!)* 
O, 从而 ？>( —G ，，“，（一 i) s u = 0, 由于 f 』，. ~在 F 上代数 
无关，可知炉（―I… ，（一 1广0中&，*-_, k 的每个黾项式的 
系数为0,从而推出炉(〜，_.•/„)中0^"，，〜的每个萆项式的 
系数也为 0. 由此推出00 1 ，"*，〜）= 0，钇（〜，“-，〜）= 0.，因 
而 n 是单射的 * 于是 F1>1，* ■ *，I n ] 二尸1>〗由此可知 
它们的商域 P(>1， …〆 n )3 厂<>1，…即 K ^ E 而且 cri 秀 
导出尸 （q，*"，aj 兰尸 （G ，. ■■，&).所以丑在尸上 
的伽罗瓦群同构于X 在*‘•，〜）上的伽罗瓦群即于是 
得 

定理14域 F 上 Tfc 次一般方程./0) =，+« 1 疋"一 1 +*，* + 
~在■…，上是可分的. Kx ) 在，*、0_上的洳 
罗瓦群是》个文字的对称群. 

我们知道，当«<4时对称群是可解的，而当«>5时 J ^是 
不可解的.于是得 

定理 15( 阿贝尔-普菲龙） n >5 的一般才程/(怎）=怎*十 
+ 在尸 （q ，.，•，;„>上是不能用根式解的. 

以下讨论域 P 上三次和四次一般方程的裉式解. 

例 1 /U) = p + W 2 + 今 2,3. 

解 因 今 3,作替换 /( y -^)^ g ( y ) 

I 

y 3 -f py-^-q, —- ^ + 匕， 穿 = ^r(2 - 9 27 h ), 沪和 g 

作 F 上代数尤关 . g ( y ) 和 /0> 有相同的 
分袈域而它们韵群同构，仍用札表示容 ( y> 的群，沒^ 
A， 卢 S 表示 g(y) 的裉 ^^--<( T , r } ? ( T ^( lZi) r r^(12), g ( y ) 
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的判別式 —27 叭由于 /( f ) 今2,根据定理5,与仏二 
^ i ( Vd ) 对应的仏的子群是為=&>，0&1(五/心 ）=4. 因而 
是一个3次循环扩张，由定瑕10知道，求解3次循环扩 
张，需要添加3次单位根到基域 fV 由千 /( f ) 今2，3,本原的3次 

单位稂公可以用根式表出①二 +( — 1 + Y ^ Z ), 另一根为 

将0添加到，千是芯 仍是 FM 上的3次循坏扩张，而且 

子是应用定理10,作拉格朗日顸解式 

{G>,Pi)= p v -¥ 0>a{p x ) \ — 4 * Ct> 2 P^ 

(® 2 ^ l ) = ^l + ^ V (^ 1 ) + W ( J 2 C ^ i)^=^i J r <0 2 p i -V Q >“， 

(1，卢 1 )^芦 1 +(7(方 1 >十0* 5 (芦 1 )二卢1+芦2』 ^3 = 0. 

已知(公，— n(x + r )- 

U + 6> r)U + v ： n ， 计算 

(必，卢 1” 十（山 2 ,芦 1) 3 = 3 J 9 r 3 0 j ^ y 3 ⑽ p 2-— ZK 〜 q ) = —27 q ， 
(公 P ,){ o ,\ 晃 ）1 3 =[於？ +扔 \- pl - 

心 H ㈣ J = ( — Z P )\ 

因而<>，月 i ) 3 和 (> 3 ， A ) 3 适合二次方程; r 2 -27 ⑽ 一 （3 p ) 3 . 所以 

(>，卢 1) 3 =-爷5 +夺 〆 -ZD 

( 1 ) 


(必 W = -- y - g-y V — dD . 

和 ( o 2 D 分别是上两式右端的立方根，各有三个值，可 
以配成九对，但是的值和的值配成的对必须满 
足代数关系 


(° J ^l)'(^ 2 t^l)= - 3 J3. 

满足这种关系的只有三对值，任取其中一对，代入下式 


S 5 » 次一般方程的群 
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就得到貧 （ y ) 的=一:个根.荇取其它两对代人上式得到的三根只差 

一个轮换.最后得到 /&) 的 -二裉 A 二反一- (1) 

和( 2 )就是3次方程的公式解.当然-些特殊的3次方程有其特 
殊的解法，不必套用公忒.套用公式反而使计算复杂. 

例 2 /( 怎 ）= z 4 十 ■ l-MJ + W 卜0， ^(^)^2,3. 

解因 y ( F )#2, 作#换； r = y — f 代人/0)，得 
/( y 一-^-)=容0)=怎 4 + P 2 十 M + r ， 其中 jj = 〜音 C + G ， g = 

士 +’i’2 -r h> T= —lj : ^ ■ 巾 2-j ^1^3 + h . 令 = 

7(匕，，..，匕）. fO ) 和貧 （ y ) 在 h 有相同的分裂域丑，因而 
总 ( y ) 在 A 上的群仍为 A , g ( y ) 的稂记作 A 中4 
阶正规子群 F 由" = (12)(30, r = (13)(24) 生成 • 在伽罗瓦对 
应下与子群 K 对应的五 / A 的中域，根据定理6,是匕上6次扩 
张，它由 

^! —(^1 + 2 )( 03 , 1卢 4) ，沒2 = ^疗2 + 卢3)(疗1 + 疗 4) ，沒 3 = ( A + 

PAd 心) 

生成，记成厂二广他乂為).化所适合的3次多项式为 A ( or ) = 
V + + 4 & 3 ，其中 &!=— 2 p f b 2 ^ p 2 -4 r ， fc s = f . AO ) 就 

是/(功的3次预解式.以上的讨论在假定 /( F ) 今 2下都有效. 
为了能用根式求解 A (>) 的根，还需假定; ^( F ) 与 L 3. 这时可应 
用例1得到的 AO ) 的根式解，即将化,心，(9 3 用稂忒表出.假设心， 
Us 已经用根式表出 . K 面的问题是如何将^ ■()0 的根用 A 和它 
ff ] 的根式表出+ E / 瓦的伽罗瓦群是 F * 在五中取一个根的函数，它 
迮「下是二位的，例如 A + 札就是这样的函数： 7(1 + 1)=^ + 
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P + = PO fh , aT(l + = P • 卢！+卢 3 在 7 下 

M 有两个心和心 f 仏.它们适合方程 



t 

X 1 

H 0^0 

(闶卢卢 2+^3 + 卢 * = 0) 

解出 

同埋得 

芦 1+ 卢 2 = 

V - e ly 

卢 3 + 卢 4^’ V " — 沒 i . 

(3) 

^2 + 芦 3 = 

Y —^2 j 

fii 4= — V — 0 2 , 


Pi 卜於 3= —心， 

P 2 ^ Pk = — V —沒 3. 


1 /^ 7 ，和 〆 1各有两个值，如何匹配才.能得到正确的 


的值，这需要考察& +芦2，札十点 3 A + A 在尤上 
的代数关系.由计算 

(札 + ^2)( 札+札)（^ +札） 

一 （ P ' 十 fh ) (心十 A ) (A + 札） 

= _ [外+芦 K 彡2 +彡3 +卢4) +彡1 」 

注意沒2 + 

一 P^Pd 心 Pd fh 心 D 二 q* 

所以 Y - b 1 ， Y ^ ol , V - o 3 的取值应满足 

V 一 6\ • l/ — 汾 2 * V —6^ 二 q, 

然后从 （3) 解出&，方 2 ，方 3 ，卢4如下 

心二了^ 〆 一 … — V — &2十 V -心)， 

"了 {" I /一 ^ + V —$2 — 〆 一沒3 

札- +( - V-t + V - o 2 + V -心)， 

^ 4 "' T (- y ^ i - V -6 2 - Y ^ el )* 



U H 规痄 M 


m 


代回即得 / U ) 的四个裉 A = 芦「^七1，2,3,4. 

§ 6尺规作图 

尺规作图是初等平面几何的基本问题之一.简单地说，就是 
在欧几里得平面上，应用无刻度的直尺和圆规从已知的周形（如 
点、直线和圆等）出发作出来知的图形.本节的目的是趼究什么样 
的几何图形可以用尺规作出， 

初等平面几何中作图问題，如求作过一已知点并和一已知直 
线平行（或垂直）的直线；将一已知线段《等分；作一已知角的 
分角线^求作一已知三角形的内切圆等等问题.都可以叙述成如 
下的一般性的作图问題， 

定义9 在欧几里得平面上任给一个有限点集札= 
Pu -^ P .}, n >2 , 我们只允砟用无刻度的直尺和圆规作如下的 
图形 


(1) 过私的任两点作直线. 

( 2 ) 以&的任一点为圆心，以^的任两点的距离为半径作 

圆 * 

如果平面上一点尸是<1)中两直线的交点或是 （1) 中一直线和（ 2 > 
中一圆的交点或是 (2) 中两圆的交点，则称点 P 苛用 尺规直挂从 
忍 0 作出，如果对点 P 存在一串点尸、，*，*, P '， 尸' 使得尸/ 
可用尺规直接 从仏作 出而且可用尺规直接从点集 
AUW …， O 作出，则称 尸可用 尺规从札作出. 

为了 给出点 P 可作的条件，我们引进平面的直 ft 呛标系，取 
分别作为唯标原点0和疋-轴上单位点五■这样就雄立了平面 
直角坐标系，从而赋予了铝点以坐标<£1 ; ，6山特別 
户 2 二 （1，0>* 这样，单从原点0和单位点五出发能作出哪些点？首 
先在轴上可作出坐标为整数的点 （ r ，0>, rez . 蛣后作过 O 点 




H hi ^ 轴垂直的 S 线即 ; y - 軸 . 在 y 轴上叶 H - 切点 （0 /). 
^ ez - 进而作出 f 而上一切格点 

这样就作出了十:面上的--切有理点 • 

这个点集在 f m 上稠密.当然还 nX 怍出更多的点. 

注意，若点 P ( a 4) 可以用尺 规从仏 怍出，则 P 至 T ■轴和 y ■ 
轴的垂足 （ a ， o ) 和（0,6)也_4爪尺规从 A 作出.而且与 P 成上轴 

对称的点 （ h -6) 以及绕原点反时针方向旋转 f 得到 P 的象点 

(一 &， a ) 都可 以从仏 作出， 

为了以后的应用，我们把平而上的点用复数表示，在给定的 
直角坐标系中将点尸 （ a ，&) 看作 g 数 z 二《十 6 y ^ nr . 以后点 
和复数 s - a i 二 Trf 以互相友示.于是上述基本唭 

实又可表成，域 Q ( i / r 7 T ) 的每个數都可以用尺规从数臬（0，1>作 
出_这样对数集（0，1)引 UE 了基域 Q (/ D ， 对任迕给定的复数 
_，〜，》0)由上 |& f 的汗恋吋知，芯复数 :a 4 〆 二丁 n 丁用 
尺规从 j n ) 怍出，那么《和6 tl 3>| 用尺规从作 
出. 因此对6。也引进- * 个基域 F ]=- Q ( V — 1 ，之 i ，…， h …， 
为 1的共辄•设 & 二 a f -[\ 〆 一1= 則 l -^ a ^ 

〜.而且 〜包含 和，'二二? (z-z,) ■/ ~ m 

因而1^1包含一个实子域 A ◦=:(}(〜 ，…，，…， b n 、 而且 

〜 = 二 T ). 

定理！ 8任给复數弋- a t -i b { Y ~- 丁 ， n ， ■ , • ， 竹 ， rG 0, 并 
设 Q ( l /- 1 ,〜，■，. ，〜， 5』，■.*，、）.于是复數 z 可以用尺规 
从数臬 So :{0，1 ，〜，. ■•J 作出的充要杂件是存在一个相式扩 
张 X / P ， 使得 
<0 

( H ) 反 / A 有一个二次根式扩张链 
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(1) F l (^F 2 CZ' K. r^ i+I : i _:1 ，… t r — l ■ 

证明必要 tt. 设复数 r a 1 0 ■可用尺规直接从 

作出，足冇二种情况 . i ) s 是两立线 

(2) ai + 6 y + c -=0 

(3) t b f y + c ’ = 0 

的交点，而 （2> 与 （3) 分别适过中两对点的直线.由解析几 
何细道，系数《 ， 6 ， r 和 W " 分别足该两对点的坐耘的冇理 
分式，因而都属于心，应用克莱姆法则解出“可知 a 和卢都是 
这六个系数的冇理分式，闵而都从而 n ) ^ 
是直线 （2) 和圆 

(4) x 2 ~f' y ? f dx -\ ey \ f - 0 

的交点，而 （4) 是以 X 。中-点为岡心以其中两点的距离为半径 
的圆_ rf , /是 这二点 的屯标的多项式，因而属于不妨设 

用 y = =^( c ^+ c ) 代人 （4) 解出得 a =-』 士/万，其中』， 

"都是 a ，6 ce ，/的有理分式而且 "> 0 . 于是 a 和# 
都属于尸0(/万） J 属子 i ^ C "/ 万 ）（ iii ) 
s 是圆 （4) .和圆 （5) 的交点 

(5) ； r 2 十 y 2 4- d f x -f e ? y 十厂 一 0 ， 

其中 （ s ) 也是以中一点为圆心，以其中两点的距离为半径的 
圆 ， （4) ，（5)相减得 

(6) (d — 十 （e —^)y 十 / —/，= 0 . 

于是 z 是（ 4 )和⑻的交，仿 ii ) " H 正 s 属于 '上的一个二 
次扩域.其次假设2 可以用 尺规从作出，而 且存在 一串点 
，… 〆 ，且 4 = z 使得4可直接从仏作出而且 s r t+J 吋直 
接从 SoLKA ，...，，,） 作出，卜1.…，卜 I f 是对 f 作归纳 
法可以证明^属十 〆 1上的一个裉 A 扩张 A % 而丑 AY/ fl t 备一个二 
&根戎 f 张链 （1) 且 
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其次证充分性. 先证 一个 
引理设 a ，6为两个 
舴零实数.则 a a * b ' 
n / h 和可以用尺 
蚬从數集 A 二（0，1， ft } 作 
出. 

证明若一个实数 c 可 
雨尺规从 A 作出.则也是 
这样，因此不妨假定 a >0， 

^>0, 曾先 a 十&和 a — 6可 
用尺规作出是很显然的.其 
次作 ad ■首先将 a ，& 理解为 
平面直角坐标系中的点（0， 
a ) 和〈6,0).过 <6,0)作与（1， 

0，）（0， cO 联线平行的直线， 

与 y - 轴交于 <0， r ), 则 r = a ‘6. 

其次作仍如前将 a J 理 

解为 （0 W ) 和 （10), 作过 
(1,0) 且与（&， 0), (0， 

联线平行的直线，令其与 

} 轴交于 （0， S ), 则3 = ~^.最后作■先作1 +〜次作0 

和1卜 a 的中点 m . 然后作以 m 为圆心以万 i 为半径的圆，最后作 
过 J 旦与轴垂直的直线，令其与圆交于（1，/*)则 r 2 ^ l ^ a ^ a f 

r :=〆 a ■ 

下面着手证明定理的充分性.如前 F 0 ^ 
，0，尸1的每个数2二|34 by " — 1，其宁 a , 
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6都是 心和 \的有理分式，系数属于 Q , 闪为和行理数都可 
从 A 作出，根据引理，也可从札作出，因而^也是这样.其 
次设 F 2 = F v { e)^e 令 0 二 a 十卢 〆 二 T ， 炉； 

a + b~/^T，a，bd 由计算 

^ 2 ^y{ ± q ^ V^T^y ^=y( x «+ 1/ P + y) 

根据引理，《和芦可以用尺规从 A 作出，因而0也可■以从&作 
出 * 另一方面 F^z/a 2 F- b 2 = y~a^ + b 2 ， a )(>/— l ) 而且 
F 0 ( V~a^ + b\ a) 根据引理可用尺规从仏作出，因而 
^1 ( V ^ T ^， 幻也可用尺规从 A 作出.由子 A 包含在 
内所以可以用尺规从作出.然后对 r 作『门 
纳法，就证明了充分性 . I 

推论如果复数 Z 可以用尺规从& = {0，1,3^***,2 |( }作出， 
次款为2的才幂. 

证明设=可以用尺规从& = {0，1,~， … 作出，则2 
包含在根式扩张 K(F 中， K/F 有二次根式扩张链 

FcFty^TbF'CFiC — CFfK 
其中后一项是前一项 的二次 扩张，于是 [ iT : F ] = 2 r +1 . 设3在 P 
上的次数; Os , 则 = t 由 P ( z ) 包含在反 / P 中，有 
[ P ⑴：[尤 : F ] y +1 ， 所以 s 为2的方幕6 = 2™, 

以上关干尺规作图的讨论完全没有涉及到伽罗瓦理论.如果 
应用伽罗瓦理论于上面的讨伧，则得另一个判别准则. 

定理17任给 《 O >0) 个复教々，*.■，〜，令 iTsQQ "..,， 
h ，&，•••，&>*复数 s 可用尺规从改0二 {0， l ， s ,，*，.， s fl } 作图的 
充要条件是^包含在 尸上一 个有限釦罗瓦 护张丑 / p 中，而且如 
罗瓦群 Gal (五 / F ) 是一个 2™ 阶群_ 
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证明必要性 . 设^可用尺 规从仏 =(0，1，々_ +作出， 
则=包含在…个根甙扩张链 

FaF ( V ^ T )- f ^ i ( z .- ^ aF k \[ f f 

中，根据§ 4 的引理，火的1「:规闭包芯//是一个 2 m 次伽罗 
瓦扩张.反之，设复 SU 包贪在1个次数为2 1 "的伽罗瓦扩张 
令 C 7— Gal (/ s ：/ F )， 则； G 卜 2 ' 闪 而 ( 7 是可解的，于 
是 G 冇-个合成群列 

G ^ G ^ G , =)--- Z ) O ffl = { l >, ( G i : G‘ +1 ) = 2. 

在伽罗瓦对应 F 令 K / F 的中间域足与子群仏对应 • 于是得到 
K / F 的一个二次裉式扩张链 

(7) F 二: nCF\C … CF m = K ，[ F ： +1 : F ；2=2. 

当然；也包含在二次根式扩张链中 
FiV^Y)dF[{ > / ^T)c--c^ ； (/"T) -^(i/^T), 
其中二 r ) 就造定理 is 中的 Fh 而且[，、（/=了） .. 

所以^可 am 尺规从仏作出 . | 

用直尺 阀规 H 等分任一角足平面儿何作图的三大难題之 
一.在十九世纪4十年代 已经证 叨其不可能.现在作为应用给出 
证明如下， 

任意给定一个 角心不 妨设为 
说角，用尺规求作一个角 P 使得 
3 <P = 9. 我们证明这是不可能的. 

首先需将问麺变换一下使之适合 
应用定理16 , 将角 &放在一个 
单位圆内，角顶点3圆心重合(如 
图） ZP 6 M =0， 尸 a 丄04， 

^LQOA = ^p r Qb 丄 OA. 0a = 
a ? Ob ~^b = cosg ?. 已 

知叩 a 已知，史是待求的 显也即 d 









是待求的量.现在问题就化成，用尺规从 D ， l ， a } 作出证明 
这是不可能的，由二角函数公式知 

cos ^ -- cos 3 qp = 4 cos 3 ^> — 3 cosp . 

子是是 /0)「4 P 3 x 〜 coW 的根.我们指出 /(_ c ) 在 Q ( a ) 
I ■-不 玎约，取0的 一 个特殊値 0 = 此时 cos 0 二= 

Q d)= 4r 3 —3J：-y —y(8^ 3 -6x -1}y((2a:) s - 3* 

(2^)-1). 显然 fU ) 在 Q [:不 " T 约.所以，一般倩况的/(幻 
在 Q ( a ) 上也是不可约的.由此可知&是 QU ) 上的一个3次代数 

元.根据定理16的推沦，我们得到结论 t cos ■^用尺规从{0, l，cos 

W 作出—般说来是不可 能的. 这就证明了在平面上用尺规三等分 
任一角是不可能的， 

下面讨 i 仑一个 IE 边形用尺规作阁的能性问题 .一 

个 n ( n > 2 ) 边形叫做一个止 re 边形，如果它的各边长相等而 I 各 
顶角相等.因而一个正 n 边形各边的垂 直平分 线交子一点.这点 
叫做正 w 边形的中心.以中心为圆心，以中心至顶点的距离为 f * 
径做圆，则正《边形的各顶点位 f 圆周上而且将圆周分为《等份， 
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__ _ . - - - • - -- ■•一 -> 

好份所对的圆心角正 n 边形是杏可用尺规作图只 U 边数 

有关而与顶点半:中心的距离无关.因此不妨假定正〃边形的顶点 
位于一个 单位圆 周上，中心位于坐标原点，有一个顶点与单位点 
(1，0)重合 ，山 足与 （1,0) 相邻丑 位干上半平面的顶点（如图）.因 

Hu^lAiOE - 的坐标为 ( sin ^^)， 為的复数 

Tt ^ Jl 7i / 

表尕为十 i /^ Ysin -^-2- # 正对边形的托个顶点 

Tif H 

A ，" ■，山。五（反时针方向）的复数表示依次为 
t 为一个本原的《次单位根.正》边形能用尺规作出当而且仅当 
顷 点糸可用尺规从数集 {0,1} 作出.现在看一下£的次数.已知 
t 的根小多项式是《次分圆多项式它的次数=炉(《)，令 
^的分解式为 2 ji ei -. ，: Pi ，“ _，为不同的奇素数^^0, 

= 于是 

4 1广 _1 (#1 — 1). ，*(:— l)，e = 0， 

定理 18 正 n(«>2 ) 边形可用尺规作困的充要条件是 n 有 
分解式 》= 2>,iV * ： ?” 其中 e >o,p i} *-* ，： ^ 为不同的 f 尔马 
素数 . 

证明必要性，假设正《边形可用茂规作图，刖本原#次黾 
位根 S 可用尺规从 {0,1} 作出.根据定理16的推论， S 的次数 
史 f >> 为2的方幕，从而推出 《■ = ■■- = e T = l 而且 p r l = 2 rt f B[I 
菸 = 1 + P 全为费尔乌紊数.反之，设拉 二 2 e ^ •…义，其中 e >0， 
〜，•• •，: Pr 全为 费尔乌 素数.于是 n 分_域及 = Q (0 的次数为 
<f = 史 (>)=- (pj-l). . .(p r -l ) 〈按 e 

> o 或 e = o 而定 > ，总之，史 U ) 是 2 的方幕，设 2™. 根据 
本章定理9,五 / Q 是一个伽罗瓦扩张，而且次数[五： Q ] = 2 m . 根据 
定理 H S 可以用尺规从 {0 f 1} 作出 * 因而正 n 边肜可用尺规作 




§6 尺规作图 


Zil 


图. ■ 

已知的费尔马素数有 3 ， 5 ,17,257 和 65537, ' 

例1 t 卩算本原的5次単位根.它们是 V + p + + 1 

的根，设£为其一根，则其它三根为 P 令 = S + = 

P + 由计算有 h + &=— 1 = 1* %，化是方 


X 2 + ^ — 1 = 0 


的根.癣出得 

… 二 K 一 1_f " 2== |( 一 1 — 

〔和 C 是方程 

K - 舍 (-1+ l/I) 方 + 1 = 0 

的稂,解出得 

>i( -1+ VT+ V~2(5^y^~)y^T^ 

+( — 1 十！ /I—1/2(5 + >/T) t/~). 


由于 £的 实部和虚部®是正的， S 落在第一象限.因而 s 二 cos-t 

5 

其它三根为0已有明显表达式/ 
和 f 的明显表达式为 

— （ 1 + VI) + l/2{5^VTT 

卜 +( 〜 ( 1 + yT)- 1/2(5-^^) V^T). 

根据4的表达式就可 ffl 茂规作出正五边形的顶点 

例2计筧本原17次单位根.设£为一个本原 n 次单位根 . 
它的极小多项式 /U) 二 X 3fi — x lG 十 . ， .~F jr f 1、其专15个根为 


ZU 第八堂伽罗瓦埋论: 


; = 2,3，. h ，16. 令 = 则厂 0为一个 ie 次加罗瓦扩张， 

它的伽罗 fc 脬 <7和乘法群 (Z/17Z) # M_, 3是 mod 17的一个原 
裉，于是 (7 含有“个 G 使得 

15, c 是 （; 的一个生成元刃=<», <7有合成群列 

心 <» Z ><> 2 > ZK > 4 > W >〕{1}, 

与之对应的 E/Q 的中间 域记为 

Q =- F q CZF \ CZF 3 C 尸4=:扣‘ 

是，次扩张 J 二0,],2,3,下而來定出这些中间域，同时 
也就解出 /(. r ) 的根. / U ) 的根在群 G 的作用下成一个传递集. 
将群缩小到 < o = 3 >， 这16个根作0 2 >的作用下分解成两个传递集， 
其中一个是 《' 2 (5)， tr 4 ( G ， + + . ， WS )). 对它们求和 

『―⑴[… fa 1 * “). 

另一个传递集的和则是 

17(;^) : 二汀 (S) I a^(t ) —…十 d 5 (5). 

A 与 Wq ) 在 C ? 下成一传递集.由计算 

怎 ! … ⑷： -1 ， 

i = 0 

15 

怎1 . 0*(^1> =4^] ° ri ( S ) = ^'4. 

(■ = 0 

第一式显然，第二式需要解释一下，由 T 3 S =— 1 (mod 17>， 
a ^ Ohja ^ iO 互为逆元素： 沪 (（）. 〆 （ 〆 > = 
^ i ( 0 ^ i ( C ~ 1 ) = or i a ^^)= l ^ 因而 /(<) 与 属干同一个传 

递集，因而 A 中每一项与 tKh ) 中每一项相乘不等于1 . ； r r 

16 

Wh ) 只能是的线性组合，设 A - trh ) = 注 

1 — 1 

意是 G 的不动沄，因而属子 Q , 另一方面 . jU 在 
Q 上仅有一个基本关系 C I f 4 ^ 16 = — 1 .从而推出 0 i = a s =^ 
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…=~，比较 H 两边的项数 7 知1 4. 这衷明 q 和 ^ Oi ) 是 

友程 

忠 2 t J ： - 4 — 0 

的 m . 方程冇两 个解： ~{- 1 tV ^ T ), A 取哪一个解？我们 

的 H 的足求出 Hf 本的16个裉 G sin 2 ^ 7 '办=1，2，..*，16 

屮的 一个， 至于足那一个对我 tn 赴无发紧荽的，当我们 令力取 
定 Jt 中々_!:• 这只技 明将来魟出的 i 屈子上而两个传递集中的一 
个.如汜 q 取另 -1 解，那么将米解出的 （ 则厲于另一个传递集， 
ra 此不妨取 

1 

⑻ = y(l 卜 〆 1厂）、 0-(^!) =|(1 …1/ 17 ). 

此时 Q ( n ) 包含在0 2 >的不动域 Ft 中.比较次数知匕 -: QU 山 
仿上的项和的项托 〈 tTV 下各分解戍闽个传递集.这四 
个传递集的和可表成 

y! S - 「 "HC)-i- ，（ S )， 

a 2 ( yW ( X .) ，- rrH t t ) -h ra n ( i )> 

^(yi)~ ^ a) !-〆( （） h〆 1 u) i 

jHyi)'? 汀 3 (C) t — c u (S) 

& ( jv I) 都毡 <> 4 > 的不动元.但足 y 【和〆〔 y!) t>( y t ) 和 y (y 〗 ）） 构成 
O 2 〉 的传递 s- “为了 汁筇 ，将 y ⑷乂 " W 成 a ■⑷二 P，ls：<< 
17,则 a_( yi ) 可厶成 

斤 .S 丄 P 卜 0 +S 4 ， 

^( yi ) - i - c 2 , 

^ Ol ) 二 S 3 \- C ^~ rC H ! S 1 % 

W (， yU J ” S 11 \- C '- hC G w 

由计 yi ) i ， y! 与 crKy ^ 是方程 
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第八盘 ik 


X 2 — XiX-l = f ) 

的根，和上面出现的问题一样， h 的沔种取法.即山不#说 
泫者自己思考.不妨取 

(9) ?1 = 备(忠 1 + V ^1 - I - 4 ) ? ^^(^ i ) V " x \ 4 ). 

h ( y 1 ) 包穴作 < CT 4 〉 的不动诚 A 内，比 K 次敉得 F 2 = F 汄 yi ). 为 
了下西的忠3?,还要讣菇 V ( n ). 实际上，当一 
经取定之后，由于 cr ( yi ) 9 与 a ^( yi ) 的直 

也就定了.由计算知 ^yi 二 3 + CT 2 ( h )- f -2 tJ ( yi 乂 于是20^0 = 
^ vyi -^ Hyi )-^ 用 （9) 代人，化简得 

(10) ff (yi) = ~|~( 。 ( 尤 i) +〆 ” 十 4 ), 

由子与为方程的根，所以 c / 3 ( y ) 
是刃一根 


° r 3 ^ yj )=-|- (^<^ 1 ) — 1 / cr (怎 i ) 2 + 0. 

再进一步， h 的项在 <<7*>下分解成两个传递集 U , MU )} 和 
{ y ( s )， c 12 a ) 乂令 

由计算 Zi +0^(>1>二；)^，；^1.0^(2〗）^=7(?1>*〜和 a 4 (> i ) 是方程 

+ cr ( y 2 ) =0 

的裉 * 和上面一样的值有两种取法，不妨取 
(11) 2 { =~(^ { + 1 / yf — ^€ r ( y l ) )， 

a 4 ( A ) =^(^ i—V yf —4 t 7( y !) )■ 

问样，尸 Ah ) 是 <> 8 ' 的不动域， = .到现在为止求出的 
屮间域 是五 的劣了域而 a 是凡的最大灾子域.次数 [> T 3 :Q：j = 
b ,[ b ： f ^=2, 敁珩』相 wor 1 是方程 

_ X 2 — -^1=0 




打具右对称耵 iT K 系数多项 A 的存 i 


317 


的根. C 的 K 也冇两种取法，不妨取 

(12) i =\ i ^^ v ^ T )=\(^^ v ~^ T ). 

这样就《求解 s 的问题化为求解一串二次方程的问题，只要依次 
解出 （ S ) —（12)，就得到了 £的根式解，其中只含2次裉式.因此， 
^珥川尺规从 {(),1) 作沒，从而正十七边形的全部顶点都可作 
出，（谀者想一想.为什 么？） . 

§ 7具有对称群的整系数多项式的存在 

我们已经知道一个无®根的《次多项式 /( W 的伽罗瓦群是 w 
文卞付?尔群札的一个子群，自然要问它的反问题对 A 的任一 
子群"，怂存在一个 r 次整系数多项式 fW ) 使得它的伽罗 E 
群就是 H ? 这是一个迄今还未解决的问题.在本节我们将证明， 
当 i /= A 时，答 案是货 定的， 

设 /<>) 是域 F 上一个无重根的多项式，瓦 / F 为它的分裂 
域.将月/，的伽罗瓦群视为/(幻的 n 个根的置换群.下面给 
出确定这个群的一般方法，设，、为，上71个独立未定 
元 ，欠 •••，„)为冇理分戊城.根据定理3，可作芯和兄 
在 F 上的复合域 I = W . iT ， iv 是 /( 上的伽罗瓦扩张，且是 /( 均在 
反上的分裂域，而 Ji GaKl/^nstial { EjE ^ K ), 由子丑的元 
素在 F 上都是代数的而 K 中 F 以外的每个元素在 f 上都是超越 
的，因而尺 n 丸二所以 

G^\{E JK )^ Gb \{ E / F) t 

其次定出 Gal ( JVK ). i 包舍一个元索 

& = a y u i -h ct 2 u 2 + ■., 卜 <t n u nr 

其中为 / U ) 的裉. A 的萄个 说换 i 对沒的作用规定 
为 

jr 沒 + a „^ zi u 2 + * , ■ “ ^ n ( n , u nt 
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对仟 ; S 然有仅当 W 此0在 

的作川下是 M 位函数. 

作 ^(, r ) fj (. r - ttO ), 

-T t ).、 

GQ ) 的系数是的齐次多项又，这呰齐次多项式的系数 
般 a n …，〜的对祢岫数，囚而部 MTF . 所以 G “）的系数全 
鉍 n . 令 cu ) 伤~上分解成不"』约因式的 m 
G(x) - g 1 (x)g 2 (^) — 'gr(^). 

并约定 的根. 

定理13设 / t 7 厂为无重根的 W 次多项式 / U ) 的分装城， 
iv - •.■，、）为？ i 个独立未定无的分式域，则 

⑴ GaU ~/， T ) Gal (瓦 ./(/ X )，记作 h 

( ii ) 令 0 二 - - + a t , u n . a l3 …、 为 / O ) 的根 ■ 

已知 gi ( x ) 为 G 在 A 上的极小多 喟式， 则对于每个 aGAV 江属于 
G 当而且 权当⑻ 也是 gi (^) 的根， 

< iii ) E * !C K (6)， 

证明⑴已好证明在上面.证明⑴乂 ri ^ CGM ^-^' 
iT 的一个 A - 自同构. T 足^和 冇和同的极小多项 A (§ 1，引 
理4 ) 因而=0,反之，名 gi ( vT ^) = 0,则同样根据§ 1， 

M 4 ，丑，兀冇一 个瓦自 M 构 J 使得 cr ((9) ' 由于 aU ,) i ,， 

<r(6) =a-(a l )?i l \- - -a(a n ) u n ~ 兀沒=⑴ w 十.‘叫 a 才 ⑷ 《 n , 

# ^( cf L ) - a ,,。” 所以? r - ⑽ & (K 

( iii ) 若保抟 0 不动， 0 H ^9 = 0 , 从而十“ ■十 
〜 -^ o ^ i y I * * * ; a u 〜， frl 是 ^ ， ‘. ■ ， W B 在 AT . [:线性无发，推 

? t ( i ) - - i f i = l ^' ■ ■ 7 n 7 Tt e w 所以与 AT (沒）对应的 G 的 / ■群为 
黾位元群.裉据伽眾瓦某本定 I 

说明由 （ ii ) 的证明吋知. （ W 的沾论的选取是无关的， 
就足说仟取 G Q ) 的 - 裉充气 心川）的结论对0来说仍然戊 
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AL. 

以下夸虑朽现数坫 Q 上一个无®根的 n 次多项式 fO ) 的 
m , 此时不妨假定/(』)的系数个为整数而 r 贫项系数为1.令 
A 7 Q 为 /(. r ) 的分裂域.方 - Q(a 卜 ...， aj , 为 / u > 

的令部根， / O ) 的判別式乃 （ f ) O ( a .- A ) 2 为整数.任取一 

$ -. j»* - 

个忐数 a 只要求它与 O ( J ) 互素.在自 然冋态 z + F P T / u ) 
的染记怍 f ( r ). 用 M 余式的沾來说， / U ) 等 T/(d ( mod / O . 
if ] r - p l j 乃 （/) 互尜! 「〗 ul / ㈤ 的判別式 z ?( j ) 筇丁 - oaxmod / o , 
d 不同佘 o , 因而 0(/) 今0, / U ) 足一个无 i 根的 n 次多项 
戍.我们来阑叨 ./ U ) 仵 Q 上的群和/(幻和 F , 上的群之间的关 
系.设 k/Fp 为 f ( x ) 的分裂域，九’ -=1^(5〗 ， . ， *， d „) ， 心， ■.. , 
<为/ (a ) 的全部根.这 JK 的 并没有 等于的 
意思，更何况⑴ rn od 灼还没 Yj 定义， jfiHl 也不能这样定义. W 此 
我们不上钤仑义~ 1 fr 尤内 m 的联系，兄注; a /( x ) 的根和/(均 
的裉心 - I 个‘一对应就够 r . 茧要 的足它们的对称多项 
式冇研 I 定的同佘义系. 

弓[理1 设 9 K « i , + . ， ， h ) 为％，..■，％的对称多项式而且 
系敦为整数•则 fp(a 1 , ■ * - ， U 手于 T ( a 『，， -■ , a M ) ( modp ) , 

证明 f C ^) — ^i r J! " 1 -r ♦ — + nr „, f^lj / ( t r J - i a 

■ rT，1 1 -及” I.L (- 1) 乂- !_>〜..〜， (-1)^7,- 

… l 3 h +， n ) 々初等对称多项式.根据对你多项式:的丛:本 
定迎，史(《』，^.，〜卜|在成-〜，〜，...，卜1广〜的多项式岔（―％， 
〜，_■•，（―1广〜）而 H 系数为整数：^(^!， - - , =- g (- a ^ 

■ "，(. — ira 丄 这足 A ， ，. ■，〜 的- 1 个 t 『 i . 等火.川 < 代人 

':二 1 ， h ■，料沿 

q ( ct 1 , a 2> -^, a fi ) g (- d ] f a 2? - - •，（ — ])"&). 
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Ih 丁 1 为整数，5 ■等 T ，而且贫（--&,_"，（一 l)"aj 

肋系数为整数，于是€( — &，“•，（一等子疔（一〜，+•-， 
O - l ) B a n ) (mod p ), 就是说 『 d，. ， ■，D 等于 ( p ( cci f -- f a n ) 
<mod 诵 

现在应用定理 19 T AVQ 和 雄, • 在 Q 上引邊 n 个汕立 
灰定元 Mi ，- - +， W n ，令尺 ，•*.,!*„) i = _ fc ’ 0卜 .* . , * i „). 于 

^ G a l ( i / JT )^ G a UI / Q ). 作 

0 = a^j h * • * < x n u n , 

G ( x )= J | ( x - jt 9) 

在反上 GU ) 分解成不可约因式 

GO) - 二尽 1<>)， . w gr(x) 

其中 0 为心<^)_的一根，问样在 F , 上引进同样的独立朱定元 
« i ， ■…， w n ，令 K = F P (〜，■…， wj , I ；=丟 （ Wl ，. ‘ .， tij . 于是 
Gal (云 / F ,) 二 Gal (：£/ 犮） 4 令 

0 = aiU x -h * * - + a n u n9 

II { cc ) -~ FT ( x - nd ) 


在 E 上分解成不寸约因式 

"(jr) - ~ ( 尤） … 

其中 3 为 k O ) 的裉 ， 根据^理 1 可知， HOc 、 等丁 G (幻 
< modj >). 让心（疋 Kmodp ) Ui 作 K >). 于是丑 （幻在 K 上苻 
.分解 

H { oc )^ g x { x )^ ..穿办）， 

其中石是豆 〆 幻的根.由于 MU ) 在亙上不可约且与 IU ) 有 
公根5，凶而 h 1 ( x )\ g 1 ( x) t 

定理 2 <)设 / U ) 为有过数域<?上--个无重根的〜次整系 
I 多项式，而且首项系数为1,令 P 为饪一与 / U ) 的判别式 
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D (/) 互素的素数，并令 / o ) 表示 y ( x )( mod ;?). 于是 f ( JT ) 在特 
扭丨素域 F , 上的群//是 / O ) 在 Q 上的群 <7的一个子群. 

证明对于 ffi . 枳椐定评19，和0适合和“的 

多项式 & U ). 即办] U 吞 VO . 山丁 MU ) HU )， 有茗 iO 沒）二 
0. 由⑴理1可知 0. 再拟据定理 19^ eG , 麵 

根椐§ 3 4知 f ( jr )( mo 6 p ) ^ F , 上的群造一个循环群而且 
是由仏 中的一个轮换 屮成的 . 只要适当选取某些素数&，■••, A 
使得 /( 幻 （ mc ^ A ) 在匕；上的群力我们提供足够的佶息就可以 
定出 /( W 在 Q 上的群，这由下列引 m 可见一斑. 

引理2 设 G 是 n ( n > l ) 个文字的传递的置换群. 如果 G 包 
舍一个对换和一个 w — 1轮换，則 （？ 就是文字的对称群. 

证明 将文字蜇新标导， " J 假设 G 包含的 n —1轮换是 r = 
( l ，2 d*n — l )， 包含的对换是 （〖 j ). 由于 <7是传递的， C 含也一 
个買换 Q 使得 W -丁是 G 含冇 "（ iWor - 1 二(左《>，属于 

■{1 ，2， - - ■，n — 1 乂 从而 G 包含 n - I 个 对换 〆 ( krt ) r^ v ~ ( r v ( k ) 
w )， v 二 l ，2，+ "， n — l . 3 V 取遍 l ，2，--，，7 卜 -1 时， 〆 _( fc ) 就|@时 
取遍 1， - - • ， w — i . 因而 G 包舍 （1 ?0,(2/0，，*.，（> — 1?0.这 
於一 1个对换圯成对称群化. 所以 m 』 

定理 21对每个正整数恒存在《次不可约的整系数多项 
式 / U ) 使得 / U ) 在有理数域上的群为 W 个文字的对称群. 

证明 枳据§3讨知，对甸个素数 P 来说在 P 个元素的冇限 
城上存在《次不可约多项式.换句话说，即#在 mod p n 
次不吋纟 y 整系数多项式. 下 W 对 p = 2 ,3,5 来选取整系数多项式， 
但总是约定竹项系敕为 1. 只考虑 m >1 的情况.取定一个 i ! Tck !2 
的没次 不可妁 多项式/】0).打取定一个 mod 3的 ] 次不 uj 
巧多项式 i^(r ) 而取一个 Q - 1或2使得 / 2 ( a)=^0 (mod 3). 

4 u 为奇数时，取一个 mod 5 [ i；j 2次不可约多项式/ 3 (>)和一个 
mod 5 的 n 2次不可约多项忒久 O ); 当 n 为偶数时，除取; i ； 
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幻之外，还取定一个 mod 5的 a - 3次不可约多项式 / S U ) 和 
一个卜1或2使洱/。(&)羊0 (mod 5). 千娃构造 /( 均 t 
当《 A 奇数时，令 

/O) - 15 f i(x) -\ 10 (n)/ 2 (jr) j 6 /i(Jr)/ 4 (>). 

-：j « 为偶数时，取 

/(^) -15 10 O - a )/ 2 (>) + 6 (^- 6)/ 3 (^)/ :> ( j 7). 

这枰作 出来的 f ⑷ 符合我们的要求.首先 /(^) = /i ( x)(mod 
2 >,因 ifd / CO 是 w 次不4约的（在有理数域 Q 上不可约）.设 
/( 幻在 Q 上的群为 G ， 则 (7 是传递的.其次，由子 — 
«)/, (^)(mod 3), 闪 ffii / U)(mod 3) 只冇单根而且在 F s 上的分 
製诚于/ 2 <^) (mod 3)在[ 3 上的分裂域 i , 而 i 是1? 3 上的 
k — 1次扩张，裉据 §3 ，Gai ( Z / Fs ) 是一个一 1阶循环群.所以 
J ( x )( mo 6 3) 在 F 3 上的群打是一个 n —1阶循环群，它由&中一 
个 《 — 1轮换生成.由定理20，孖 d 闲而 G 含有一个 w — i 
轮换 • 最折，当 n 为偶数时，由 T /(4 = l > — 0/ 3 i >)/ 5 O )( m O d 
5 >， fUKmod S ) 只冇单裉而且 Ja/mod 5〕在上的分裂域 
等干/ 3 (^)^/.<^) (mod W 在 F s 上的分裂域 V , L f 既包含 /,( x ) 
(mod 5 )在 F 5 上的 分製域 LJ ¥ 5 又包含 j _ 5 O ) 在 F 5 上的分裂域 
■^2/ h . 宥它们的次敌. [/v 1 :F 5 ] = 2 ? [ L 2 : F 5 ] 二 u — 3 ， ra — 3为 
奇数 ， O — 3,2)=1.由 [ A : F S ]|[ Z /: I ^] nj 知2 (ra —3)|[ i /: 
F 5 ]. 实际上 [ d 3 ] ——3), 因而 Gal (/// ir 5 ) 是一个 
2 <> — 3)阶循环群.所以;^ n 为偶数时, /(>) (mod 5) 在上的 
群 P 是一个 2 ( n - 3) 阶舶环群，它由2 (n —3) 轮换生成，由于 
U — 3, 2) = 1, ^包含一•个对换， M 枰拟据定理20, G 含有一个 
对换■当 k 为奇数时(^) fi O)(mod S ). 于是 f ( y ) 
(mod S ) )作了 心裉 iTii 且在6上的分裂域等十 U ) / 4 
Uiod 3) 在 ^上的分製域 i ", 仿上. |4 n-^deg f 4 (,i )= n ~2 % 
H (2, n — 2) = 1. M # fJ >[ i /’： F 5 ] = 2 (n — 2) m 因而 f (文 ）（mod 
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5) 在匕 上的群"〃山 -2) 轮换生成.从 iftjG 包含一个 
2(«—2)轮换.山 f (2,”一2) 1， (7 包舍一个对换. 所以当 n 为 

奇数吋， G 也包含一个对换.总之 G 包含一个对换.这样 (7 既包 
含一个〃一 1轮换又包含一个对换，而 JLG 又足传递的，由引理2 
nJ ^ I ? G S nr I 

说昕如果仵 _ fLf : 明中用 一个大 T 3和2的紊数^枰 
代 M 数 h 则证明要简单衍多.此时只冚取一个 modp 不可约的2 
次整系数多项式简电取 

/( x ) 二 3 pfi(x) -\- 2 p{x-a)f 2 (J ) 十 2.3 (x — 1)琴 

~n + 2)/ 3 0) 

就符合要求.而且利用大素数容易证明奋: C 限多个 n 次不可约整 
系数多顼式满足定理21的嬰求. 

例1求…个具有对称群的四次不可约整系數多项式 t 
解 取/心）…^^ ^^ 1 .在 6 内只有一个 2 次不可约多 
项式 y + fill /i ( T ) 既没冇一次0式又没冇2次闽式 f 』 

^ 十 1 ， fcllfij /]( r ) 不可约.取 / 2 U ) — ^ 十 1,在卩 3 1>]内 

/ 2 U ) 没有一次 W 式，冈而不可约.取/3(均=/ + ^ + 1■在 
F 5 [>] 内 / sU ) 不可约.令 

f(x) = — is O 4 ， j ； 十 1) + io O — i)O s -1 十 l) 十 
6 ^ (^― 1)f- ^ + 1) t 

= x ^ - 10 x 3 -10 x 2 — x — 2 o . 

于是 /( d 在 Q 上的群为 

例 2 决定 /( 文）二 / + ] 8 I S P +2 jc 2 + 7 oc ~ lz > {\[ Q 

上 的群. 

解 / O ) 三疋 S H 1 Ood 2〕. 在 F 2 |>] 内 /i o ) + 
r + i 没 yt -次14式，而兑在5 [ r ] 内只有一个 2 次不 " r 约多项式 
j ； 2 +$ — 1 和两个 ^次不4约多项火 J ；:) [ p +1和-1 3 十$ + 1,它 
们都不怂/1 U 〕的 W 式 ， 所以 /i O ) 不 nj 约_从而/ U ) 在 Q 上也 
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不 『【 JH 设 G 为 /( 幻在 Q 上的群.其次卜2 W 十 J = 
x ^ 2 x ■¥ l)(mod 3) * 在 F 3 [ r ] 肉 / JJ ?) = 二2 r + 1 没行一 
次 W 式而且在 h [>] 内只冇三个2次不可约多项式 P + 1 ， V h 
/一1和— : r 一 1，它们都不迨 / 2 U ) 的因忒，因而/ 2 (均不可约 • 
由此可知 t ? 含苻5轮换.最后，/ (幻三 P 十 3 W 十疋 3 十2怎 2 十 
2 x = x { x 2 ^ 2 ) ( s 3 + x + 1 )(mod 5) ,其中方 2 + 2和： r 3 + ；r + l 都 
SF s |>] 中不可约多项式，而且 I 和: e + r +1 都是奇数次，因而 
<?含有一个对换.裉椐引现 2 ，G — A , 

§ 8诺特方程与循环扩张 

本节研究冇限伽罗瓦扩张的伽罗瓦群的第一个上冋调群.并 
-将它应用到循环扩张. 

饮 K / F 为一个 w 次伽罗丸扩张， (? = Gal ( K / F )={ a i = l ? 

稂据第七茕§8引理1可知， 从尤到 F 的迹和范数 


U ⑷ = crja) + cr 2 (a) + … 十 or B (or )， 

▲Vf(a) laXcfhhO)* . *tr n (a>. 

定义 10 如果从 G 到乘法群灰一 {0} 的一个映射 Wor ) 

满足 

⑴ Tj ( ar )^ T }( a )7}( T') <J , 

其中 rj ( ry 去示 Wr ) 在 c 作用下的象，则称 Wcr ) 满足诺特方锃 
(1). 满足诺特方程的映射/?称为 G 到火•的一个叉同态. 

引理 1 it K / F 为一个有限伽罗瓦扩张， G ^ GalC ^/ 尸） • 
设 V - G ^ K * 是一个叉同态_若；？是一个同态，则 q 是 （？ 到尸*的 
一个同态；及之.住一个同卷 tj '. G ^ F * 是一个叉同患 t 

证明 W U 足 - * 个义 M 态同吋足一个间态，则 7 ]( ctt ) - ij ( cr )- 
々 （ r 广 n (< r ) r } ( r ), 从而 a Or = ? Kr ) 对所冇 cr ， tCG , 从而 
^(t ) ^ F * ^ H " _ii .个 U 态 G — F *. 于是0(价 ） 二 n (tr ) 
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Tj ( cr )7 ^(Ty , L^l iffi r ] 是一个叉同志 .■ 

引理 2 —个有限伽罗瓦护张 K/F 的叉同态全体，记作 
对函数的乘法，成一群. 

证明设为两个叉 M 态.乘法 h 7( a ) = S ( a ). T 7(< J ). 

于是 

=i(aT)Tj(ar) =^(a)|(r) tr *7?(^)??{r) ff 
-IO )r}(^) - (l(r)^(T)) f " = |^(a) *| ； 7(r) ff f 
所以 b 还足一个叉同态.定义(… =1(^' 子是 

打） 1(^) 1 - Ci ( a )|( r ) t 7 )^ 1 = i ( a )^ l ^( r)^ ff 

规定为 U ( r )_ i ) ff ) 

所以 I 的逆也是一个叉冏恣. | 

^ 的知 个元素《定义一个映射 1 :(?+尺％ na 


^ ^ 令 B = {?7 a 1 a €以后可简 单纪成 l . 令 yt ? 

则 又 - n | X ； 成 

引理 3 万是2的一个子鮮 T 而且咒 V 尸' 

证明首先每个 L 是一个义问态.囚为 


vA < rr ) 


a VT (2 ff 


a a 


a ' 


a ' 


V a (^) 



a 


= Va(^) ，仏 ⑴ ' 

[这 甲规定 

其次 Va ' r } & . {-= ( 二) =- Va ^ B 对运算封闲，而 n _ 
a a a~ a 、 

r ma ，】' -^rr = l 7 }^^ TJa . El Jfu r} a 的逆 T/f 6^, 所以 


K 是 2 的一个了‘群 . dm 可知映射 K *^ B 是一个卜([ 
态 ] 当而 n 仅 : Li cr 二= a 对所心 aeo f n \ i 当 _ el 仅当 ae 厂 ' 
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所以 

Z 显然是交换群.商群叫做伽罗瓦群 G 对乘法群八 + 
的第一个上同调群. E 作, 
定理 22 设人 7 尸为一个有限伽罗瓦护张 ， G = Gal (允/尸）， 
若映射满足诺特方程 

V (< yr ) - 7}{ u ) r}<yy 
则屙在一个元素 yeh ：* 使得 

” （ cr ) - y a ~' .</ 6 <7. 

即 m B ‘ 队而 B 二_ Z 、 IV 1 K *) 二 - 1， 

证明根#1本苹§1 引现 2/的冗尜在火上线性无关.闪而 
I ]不坫 A 到自身的本映射，因而存在一个允尜 aC /^使 

t^zO 

n 

⑵ p - 勹⑷喪 

怍用 t 上忒两端 

f oj ( j( a) ^-- a X]T?(r) r (叫 

=- X ] War ( a ) ::咖）- 1 YZv ^^) v { rY < JT { a ), 

i kz ^ rtr<3 

my -) wo 足叉 m 打 

广 ’ - r?(oO ' 1 X ] f )(^ r ) ar ( a ) - " O 广】 ^7?( p ) p (^) 

t r ： C / p ( P<J 

、- n { a )-^. 

即 ” ( a ) :卩 f 『，令 '，' /&-、 则 T ]( a ) 以，所以衫二 z , 从 

]hi IFHC ^ K *) 1. 睡 

从定卵 .22 推得下列苫 名的 

定理 23 (希尔伯特定 m [J0) 设 K / F 为一个 n 次循环犷 
f，\. Gal( K j F ) -〈 a :、 对于 w 6 A r * , -V H a ) ^ 1 幻充要条件 



U 诺待方锃与循坏扩张 


3 J ： 


是存在一个 " e / r 使得 

a f 5 '-a • 

证明 ili 充 分性，设 a 二 - /； 1 ' 下迠 


对 （ a ) 


0 ( P S 7 { P V 
^ / \ fi a / 


/，. 广 ' ， ■ fi : 二 

方 ' 〆 ： ：：歹 


(注盘 〆 二 l ) 


a ， w > 
A \、aS 


!♦ 


反之，设 Wy 1.卽 t 定义 F 如 K : 

n (< T .): a . a < 、.. f 1 ，？' 1，2，**. 

?](\ ) - 1 * 

定义 A !: 合邱的，问为 1 f 产二 o* G =1 时， T ?( cr ") i . a 。 … cfW 1 二 
v ；(^)- i - v ( D t 巾计兑 

/ i }( o i )^]{^ i Y 7t ~ S x ' ° 7 ' * . 〆 ■ V c . a fJ . . - a ty ^~ l ) a，i 

a - 〆 … 

- rj ( j 广）: V (/ T . rr ” 

闶而 U 是一个叉冋态.相据定埋22,存在一个使得 
77(七）=卢卜、特別《=7(^7)=广_' | 

由定理 U 已知 G - GaKAVf ) 到 A - 的叉同态 T ? 恒可衣成 
tj (<7)' 反之显然.下而考寮又 M 态群 Z 的 

一个 m ® T 群 V ，即由所冇 G 到的冏态组成的子群.与叉同 
态 W 是一个同态时.由引顶1已知 ^( c 7 )C P 对所有之， 
<?到的仟一 M 态 lii 足一个义 

引理4 设 K / F 是一个"次如罗瓦护张，^ -~ G ^\{ K / F ). 
如果义同态 77O ) a °~ ] 是一个同态，设 7 ?在群 Z 内的阶为 m , M 

F ( a、k F 上的一个川次单根式扩张 ae F \ 

-证明闶为义 同态 r ) 迠 - I - 同态， 据⑴理 1，每个 77( m ， 
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& e ： , M 于 厂，而1 Tj ( cr) ll — Tf ( a ) T7 ^ ^(1)^-3, Klfii q ( cr ) 足尸内 
—个巾位裉， i 己成 “， £ o1j ^ ifrjlL ^ r ^ 

阶^， 匕屮必 有一个本原的 m 次单 R 榀， w 为 t . 子是 a T = 
山此可知 … ^下成一传递集 . 闪而 a 足 
一个 m 次元尜，[厂 （ a ) : J P ] = m (§ 1引理 4) ,邛次，又因^ ( 疗）_ 
( a in y -^--- l ^- Ua ^ r ^ a m 对所冇 aeh 所以 a ^^ aGF \ | 
现化要问 Z 的子群//有 多大？ 这$要由 K fF f\^m 
基诚厂足杏包含足够多的根所决 a . 

定理24假设基域厂包含一个本原的 n 次单位根 S ， （当 
/( F ) 为素数时.从而推出 /(/) 与找互素）设 KfF 为一 个炫次 
循环扩张， Gal ( A 7 P ) 二 <汀>.则 K/F 是一个羊根式扩张： 
K^F(a),a a = aeF\ 

钲明定义 G 到人*的映肘 I ?为 

rf (< r ' )~- $’，i = 0， l ，. * - ? n — !• 

M 然^朵-个冏态闶而是 G 到的一个叉同态，由定 
理22,存在一个 aeiT 使衍 

ri(<j t )=a° rt ~\ 

根据⑴理 4，[ f ( a ): F ]= n 而让 a H -'- a G r (闵为的阶二 《). | 
定现 M 是定理 1 G 的一个推广.而且用现在的作出的 
( 2 )就是拉格朗日预解式.下一节将看到定理24将进一步推广成 
庳默扩张. 

现在再考察诺特方程的加法形式，从而导出 k 述睹定 JSfe 加 
法形式， 

设 K / F 为一个伽罗瓦扩张 /^GaKK/f ). 如果映射 f 
0->h 满足 

⑶ T?(Vr) 二 " ⑷十 t?( 十， a t r^G, 

则说〃满足诺特方程（加法形式 八而且 称映射/7是 C ? 到加法群欠 
的一个叉同态 t 
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和乘法的叉同态群一 样/到 加法胙 A 的义冏态仝体，按涵敉 
的加法形成一群.仍记作 Z , 对羝个 
八'映射 0^( 心 - lMoO ^ O^GO - a 是 G 到加沾 的一个叉 M 
左.仍记作〜.集合"二 { T^lw /「）是 z 的一个 m 而 II 商詳 
叫 K G 对加法群 A ； 的第〜个上同调解， U 作 ir ( G , K^) >Va 
边一个零 R 态2而且仅 V ) ia )- 0叩 r 7(>)-- a , 对所心 aC 
( K mm^la & M 个本 Mi 志当而 iTUH af 尸■所以 /; 二 Y +/ F % 
Y +，^ + 表示加法辟.同样冇，一个《7到 / C 的叉同态 q 是一个同 
志当而 ii 仅当对所有 0^6^即//是 ▲个 (5 到的同 

定理 25 设左 / 尸为一个有限伽罗瓦妒张， （； GM(Kjr)' 
若映射 7J ： 0^K + 满足诺特方程 

tj(ar) = r}(a) i rj(r) a ,a ,r ^G , 

于是存在一个疗使得 

即 rjGB , 从而 B - Z,H l (G,K^) = o t 

证明因为 K/F 是有限 "I 分扩张，稂椐访七京 §9 引卯 2, 

存在一个欠使得 rf( v ) 今 G. Tf(?) 简记作： T(y) , 下公取 

^ = T(V) _1 (X]?Kr)r j(y), 

用 a£G 作用于 J : 式 

P° ^\y)-^(l ： v(r)r(y)) 

二 ^( v )" l (5 T ^(^) ?7 tn K Cv )) 

= T{y)- 1 (^ t (r}(aT)-7j( cr))ar(y)) 

=-T(y) ' 1 y^ l n(or )ar(v) 

一 T(v )"" 1 Ylvi^)^r(y) 
r eo 
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=r( v )-】)( y) 

— v (^) T ( y )- ] J 2 frr ( v ) 

r&.O 

^ (3 - T }( a -) T ( y )- 1 T ( y ) — 

所以 VO )」 卢 ( l - fT )(^), 从而 /?(:/;, m ， w 、 G ， 

A + )-0. I 

41 希尔伯特定理 90 平行的行 

定理 2G 设 K / F 为 一w 次循环扩张， G=GaI ( K / F )-： 
<">. 对于 a t K ， T ( a )=0 ❼充 要条件是存在一个 PC 厂使 

得 ■ 

«= 0 tr)( 卢）. 

证明充分 性显然 （如定砰23之 K ), 现拙必要性，设 T ( a > = 
no ) 二 0. 作映射 (7 +瓦 

V (. 汀 ’) :: a 十 (7(a) + - ' - -ra J ^(a) f i = l ? 2 f 3^ - * 

f ?( l )~ 0, 

泣先定义处合理的 . I 対为 ， H cr 〃 = 1 时有 t ](< T n )= a -\- o \ a ) + 
- \- o n ~ l ( a ) T ( a ) = Q : 其次 U 是 一个乂 M 态 

7/(cr()"(a J ) … a o (« ) -h — — f/ t_I (a) 

T[Of + <r(of) l --.— fr J Ya):* 7 . 

— a : (7(or) + * ■■十 tr ,_1 (a } +cr f (cc) 

十 ... a i+il (a) 

= tj ( cx ^ 3 ) - 7)( a 1 • a 3 )^ 

稂据定理 25, 丫 j : 在一个厂使沿 W ) ( l - a l ) (^).特别 
咖） a (] tr) (岁 ）.■ 

定理 A7 假议域，幻特征为棄數，则 F 上任一 P 次循环 
扩张 A ^/7 / T 有一个本原元素 a ，它是方程 

x r —x — a ^ F 
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的推. 

证明因为；作丨的革位元素 i 的迹 m 卜 
打(1)二 1 + 1 H … 4- l = i )-0 # 应用前定理， 存在一个 jSeK 使 
得1 = (1一(7)(存），叩<^(万）=---卢一1从而七（>3)二卢 一 i ; 即方， 

J 3 — 1 ， + ( P - 1) 在下成一传递集，於是 F 上一个 p 次不 
4约多项式的根（本章§1引理4)，所以(办 ）：_ F ] 二: p ，K = 
FiP ). 具体算出彡的极小多项式，令#―芦用^作用得 
^{0^-py 

= nm ) 

啼 一 i — m ，一 卜 

裉据伽罗瓦扩张的定义 ， a e 尸，所以— a 是夕的极小多项 

式 .I 

定理 2 7中的循环扩张是首先由阿尔廷和施赖尔 ( Schreiei *) 作 
出的. 

§ 9库默理论 

本节将推广前一节的定理 M 和定理27，以回答定理24前面 
提出的问题，就是说如何使得一个有限伽罗瓦扩张 K / F t G = G ^\ 
( K / P )， 的叉冏态群 Z 包含足够多的 同态？ 

定义 T 1 如果一个有限阿贝尔群的元素的阶的最小公倍数 
为 m ， 则 m 叫做这群的指数，假设基域 F 包含 m 个不同的 m 次单 
位根<这就自然要求当力素数时与 m 互素），如果 
上一个有限阿贝尔扩张 K / F 的伽罗瓦群 （？ 的指数整除 m ， 
則 K / F 叫做一个库默 m - 扩张， 

对于一个库默扩张 夂 / P ， 它将为我们提供足够多的到 
乘法群 f 的同态+下面将立即会看到这一点， 

暂时离开伽罗瓦扩张来 W 抢宵限阿贝尔群的特征.设 G 为任 
—指数为 W 的有限阿贝尔群，又 设域歹 包含 m 个不同的单位 
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裉，依照群沦的习惯， G 到广的任一个同态叫做 G 到 r _的一 
个特征标，用/表示特征标，当対所有则 y 叫 
做单位特征标，记作;^ = 1.设广，心为 G 到的两个特钷标. 
它们的乘积定义为 

X ,的逆定义为 

^\ l (< r ) -= xA ^ y l > < r ^： G , 

从§8 已知 和 XT 1 仍为特征标，因而《?到 f 的特钲标 
全体成一群，它叫做 G 的特征标群，记作黾位特征标就适 <5 
的单位允素，为了得判足够多的特征标，以下恒假定 G 的指数 
W 整除 ' 

引理1 设城 F 包含 m 个不同的单位根，又设 G 为一个有 
限阿饵尔群 T 其指数整除于是 G 到的特征标群 々有 
如下的性质： 

⑴ G ^ G } ( ii ) r \^ r ( x )={ l} t 

X^G 


证明 

( i > 裉据第六章可知， 一 个有限阿贝尔群可以写成循环子群 
的直积，设 G 已表成它的循环子群 = 的直积 

G = G l x x * • * x G T9 
而且 Gi ^(( T t y t a ( 的阶 ' w.，i = l ,. ， • ， r . 

O 的每个元素 CT 可以唯一地表成 
CD u ^ ayal ^ - - cr % ； r , 0 < v t < m t 

由《^|爪、 有丨根据对 F 的假设.厂含有本康的 nii 次笮位 
裉，注意取定一个本原的 m ,. 次单位裉定义 G 到 f 的特征 
标 I 如下 

xX ^) CVf i 二 If .,、' 

騍 然，^ 是一个特征 ㈣ ，其次 p 的阶「=饥卜因为 
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1对所有 aeo , 因而广 ‘ = 1. 而且若1,则 = ( ^ 
1，从而…所以6的阶=心_其 次证明 h , ，••，/,是独立的， 
设有+ ■/" =】.于是等 式对心 作用得 

左端等于；^ 1 (疗;)/^00, . ■ /卜化,)=>：?_(6)=0，从而5? 1 二 1， 
由此可知每个乘积项 Z ^ - l . 所以 Xlf …，；是独立 
的.最 后证明 G 到 ^的每个 特征标 Z 讶表 成; ^，+ _、 h 的方 
幂的乘积， 我们知道， / 将〜映到一个叫次单位根，因而; = 
a \ 于是 


t r r 

x (< t )= = rr # w ) 

1—1 i=J 1-1 

\ ■ = ■! 

所以 Y = 卜令= 于是 6 是循环子群忒的 

直积，且1仏最后得 Gzd , 

( ii > 设 cren ker (/)， 将 c 表为(1)，作用 I 于7得1 = 

jre « 

/^^^^{『.，从而^^卜"^；!，…，' K , 所以门 ker ( x ) — 

m # i 

由引理 1 我们已经知道有限阿贝尔群 g 和它的特征标群 6 同 
构，我们可以继续求 d 的特征标群§， j 然它们三者是同构的， 
好象得不出什么新东西.但是值得推敲的是我们可以按只然的方 
式来建立0与@之间的同构映射.我们将“的特征标写 
成对称的形式 


，对所有的 cf ^ O r 


< Z ， a > 适合运算规律 
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(2) ( Xi a X 2^) (/2，。）， 

和 

(3) ( Z ， o " T )-=(，，(7)-( y ). 

(3) 表示欠是 G 到的一个特征标，而 （2) 则表示 C 7 确定了 6 
到/〃的一个特征标，记作免用函数的符号写出就是 

巾计賛， 

^ r ( x ) = z (.^ y ^~ x ( cr ) t xM =^(> r )-^( z )=^^( x ) 

对所奋的 ye 冷都成立，因而 G 这表明映射 是 g 
到澄的一个同态-它是萆射的，因为，若心^，则夕 
对所冇 re 从而 r ( c 7) = j ^( r ), ^(^^) = 1 对所有的 

于是 M—G 厂 |ker(y >. 由引理1知 0 i ^ = l ， tr 二 t . 于是得到 

引理2 F，G 假设如 51 理 1，每个 g 6 G 定义了 6的一个特 
狂括 在如下 

x ( o -), X^G 

于是映射 crAd 给出了 G 到&的一个标哏同构， 

推论若6的子群 A 满足 flker (/)={ l }， 则彥 

钲明 G 的阶记作\对不同的 nr ^ G ， 我们说汐和分在疗 
上的限制电不同+假若在泠上 于是对所有 

x 泛食 成立.即 xi ^) 从而 x (^~ 1 ) = i 对所有 r e /2 成 

立，因而 ^ n ker (/>, 即打― 〗 e { l ). 将有 ( Tr — Ll ， C 7 = 

: re 泠 

L 这不可能_因此将所有 d 限制在疗上就得斿的 n 个不同的 
特征标.由引埋1可知另一方面彦 c <5, 又有丨 S 
1^1=^. 所以1別=〜从而泠 =6. I 

下面来 W 论库默 扩张. 设基域，包含 m 个不同的 m 次单位 
根，尺 /F 为- - 个有限 的库默 w - 扩张 ， G = (尺 / F )， 滂为<?的 
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特征 标胙.对 丁苺个 zed ， 根据定理22,存在一个 he / r 使权 

(4) X ^)=^, aeG s ^ 

因为 K / F 足一个库默 m - f 张， G 以及6的指数扣/整除相.因 
而； T 根据§ S 引理 4 可知，适合 （4) 的任一个匕，它的州次 

施 m 将会立卯石到反 过来乜 对.这样我们在 W 内定义 
一个 T 群如下 

M K ^{OeK*\O m eF m }^ 

显然而且包含 （4) 的解~ .与 （4) 相 

反，我 ffj 来建立一个映射^: M k ^6 :对每个0 e Al k , 有 = 
对仟何一个 a 6 G , 沪与 G 一样适合 JT 一《+因而 9。=认 
L 为一个 w 次黾位根.由假设乙 ef 对所有^6仏因此映射 
a ^- x^ tcj 不仅是 （； 到 A * 的一个叉问态而且是 G 到尸*的一 
个特征如，记作； h 由 

( 5 ) x^)^^~ x ^Oe.M K 

所定义，而且 A 是况〖到 的一个满同态.核 ker (? j ) = 

这就 t 止明了下列引理的第一部分 
引理 3见 A 定义如上，于是. 

( i ) 邶 +二0,这个同构可由用 （5) 规定的映射 来 
实现， ker (>) = f ' 

(^)若；生成则由 （4) 蚬定的 & Xl ，…， 为代 
表的陪集生成 Af K / P *， 即…儿 r 和 F * 生成 
( iii ) 令= ML 于是 

M K / F I ¥ ^ N K / F * m ^ 

这个同构可由幂映射 Aie ^ e ^. oeM ^ 来实现. 

证明 

(U 已经 证明在上面. 

( ii ) 由⑴即得， 

( iii ) 映蚧；显然是一个满同态，而且』将 f 映 
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到现在只需证广已有-) + 
反之，设 aeA - KF *"*)， 于是 m 存在一个 a SF ’ 使得 

b ^ a ^ 我们有(吾)=1，吾<是一个 m 次单位根-山假设 

因而 所以 V 二妒 1 ^〃 1由此即得 （Hi 乂 | 

对于每个多项式， — a 的根可写成 r / i ， 
i ^"^ 5 其巾 PV 足 ，- a 的任一根，而 （ l ，6 r …， 

是 P 的 m 个不同的 m 次单位根.用表 示所行 多项式 ，一 
a，af ；\\的裉的全体 t 由于 = &而且 {1 ，匕， 

M £% 我们有及太=1. 

定理28设基域丨包含饥个不同的 m 次单位根，芨/穸为 
一个有限库默扩张， 6^ Gal (^/ 尸），而且定义如 
上.于是 

(0 K = F 、 M k 、 氟 K = P ( Xf \ 更精确地说，若特往标 r 
生成則由 （4) 定义的 0 Xjf ^-,0 XT 在尸上 生成足 
即反之也对. 

( ii ) d ^ N E / F * n ^ 

证明 

(0 设；生成6,求证厂（心 设 
a 为任一元使得 a 保持每个不动.于是 Xi ( cr ) = 
1，对因为 Xif - ^ Xr 生成毎个 zed 可表成 

r _ 

X XV 于是； ^( o 0 = 11价广=1 ，从而 ae fl ker 

… xGG 

a 裉据引理1，得根据伽眾瓦基本定理 ， ph …, 
( ii ) 由引理3即得. | 

定理29设基城 P 包含 m 个不同的 m 次单位根.设 W 为 
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乘法群的一个子群，昃而 iL [ m ] 有很 『 用 A 士表 

示所有多项式 r m _ a ， 《 C 』 V , 的根的全体.将 iV : 添加到 7 M -? 到 
护域1 =尸 ( N ~^) . 则 Y /尸 是一个有限的庫默 m - 扩张.而且由 G 
- Gal (^ T / 尸）的特征标群6所决定的 M k = N ^~^ 

证明对每个多项式任意取定它的一个根， 
记作 将添加到尸得的扩域 i|«e 
及})，由千 r 包含 m 个不冏的 m 次单位根，它包含每个 x m - a 
的全部根，因而 ({P Ilae #})， 而且 A 7 厂是可分的. 
>是 K / F 是一个伽罗&：扩张.其次证明 G ^ Gal (/ iT / iO 是一个 
交换群 • 每个 ceG 由它在 s 上的作用完全确定. M 需证明厂 
的任意两个 f G M 构^和 r 在牾个裉戌 e JV ，上的作用 
可以交换即够.令 

a (^) - m H ) = 

其中€是，中 - j 本原的 m 次单位裉.由计算 
ariiy a } 二 a (t { p " a )) —< j ( C s i ^ a ) 

= Ca (^ a ) = C f C r iy ~^^ C r+) 

另一方面， 

rcr(p a)=r( aity^a )) — r(^ T ^~a ) 

= L T r (^)=^ i * v ^^ r +s n 

所以 < Jt (^ a )=rcr ( f / i ) 对所有 a 6 A 7 •由此推出 cFt = ra w ^ 
次，对所有的有 

= cr m ~ l ( C r iy ~ a )^ - ^ = C rm 

因而 a "* = l . 所以 G 是一个指数整除 m 的交换群.最后在建立 

映射以前，需要说明[冗： F ]< oc . 由假设 
有限，将 V 按分解成陪集的并 N = ai f " U ... U〜f ' 
显 Ifti 易见/(=尸 ，-■•， 从而.将 

#亡简 记作 似‘见的每个元素是某个— 的根.反 

之，每个 / — a ，£»€■#，的全部根都禺于廛.而旦 F * CJ /， Jkf 的 
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每个元素0定义丫 g 到九‘的一个叉同态 aeo , 
m 干都是 ？一 。的根， w- 1 是一个 m 次单位根 ，属千 尸' 

因而;^是 G 的一个特征标 . 我们定义 

v 、 e) = X” 

U 迠一个 P] 态而 R kerb ) 二最后证明 t? 是满射. 令”⑻二 
疗，泠垃6的一个 子群. 为了证明片= 6,首先指出厂 |ker(；^) 

•V 芒 If 

= {U . 设为任一元素使得; ^( a) = l 对所冇 0^/. 干是对所 
冇0 6见有这表明 a 是的恒等自同构 '=1. 因而门 ker 

以）={1}.根据引现2的推论，分6.所以/? 是见到 的一个满 
同态，而且 kerb ) 同时也证明了，当;生成6时， 
由 （4) 规定的•■- Jo 和生成 M . 现在的 M 就是引理3 

中的财。因而友 4=；^. | 

说明在定理 S9 中，在乘法群 W 中取一组元素〜，•■ +，〜使 
得以为代表的陪集是 I/W" 的一组独立生成元. 
令以叾表示1^一〜的任一根. 则瓦 =尸（？^7, yK). 设 
1的阶为⑽ M = ：l， …， r ■于是可表成&广，匕6 
令 m = m i q Ji i = i , ， - -， r , 于是 ，其中 L 为一个 次巾 

位根 • 设 S 为一个本原的 m 次單位根.于是0是一个本原的 
叫次单位稂， C 可表成 A = W — ⑷在 

P!>] 内可分解成 

i \ — i 

疋™ — a 产疋 m —( S v 丸广= jju 〜 一 

y = Q 

^h 是其中一个因式的根， f A 是一个 m.t 次不可约裉式;， 

可换 E 成 "y^TA 为某一个最后太 = ^("y^7，，"， 
VO. m V^7 的陪集构成 m / f * 的一组 独立生成元 • 

下面将对§ 8定理27作一个推广.以下 m 假定茁域的#征 
为一个素数 A 当然 P 个元桌的域 F p 是它的一个子域.设 A // 
为一个 P n 次阿贝尔扩张，而且 Gal (夂/尸)是一个初等户-群， 
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即为 O.f 型阿贝尔群. G 到加法群 F ;: 的问态叫做 G 
的特征标，仍用；等表示 . 于是 
x(<rr)=-y(tr) + 欠 (r) ， ct，t €■ 

它们的运算定义为 

(；ri + r 2) ⑻ = + JTaC ^). 

这样 G 的特征标全休形成一群，叫做 G 的特征标群，记作 
引理1和引理2及其推论对现在的情况仍然有效， 

G 的毎个特征标/适合加法谚式的诺特方程，根据定理25,存 
在一个6^6炎使得 

⑹ x (^) — h，<re 沒. 

对于任一元素 a 十心，也和 I 一样满足 （6 )i 

a*(a-j-0 ，）一 （a + D=cr(a ) 七 x 、 一 a — 9 x 

= fl + a (0 — a — 沒 = £7(0- ^ = 

反之，设 e 为 K 的仟一元素而且和^ 一样适合 

⑺ 乂（ <7 、 a(9)-0 t <reG m 

(7) — （6) 得0 cx (0 - O x )^ (沒 一 M ， 从而 cr (0 〜— t 对所 
有梠据伽罗瓦扩张的定义 t = 尸，即0属于陪集 
谷厂 f - 尸. 0而 （7) 的全部解（对给定的 r ) 为 ^ + f . 

其次研究^ +，的元素的特点，由于 x (^) eK , x (^ y ^ 
yO ), 将( 7 )两端升高 r 次方，考虑到 x ( F )- p } n 

(8) x {< j )=< r (& P )-^\ 

(8) — （7) 得 ㈣ r — 沒）二护对所有 aGG . 于是 e ^- Q ^ a ^ F . 
因而0是多项式 
⑼ 3 c p — x — a , a ^： F ? 

的一裉.反之，对任一 设多项式(9)在火内有一稂0.作 

(10) Xs ( a )^ a (9)-9, a ^ G m 

Xe 3然是 G 到厂 + 的-•个叉苘态 * 不仅如此，将 （10) 7卜商 J 3 次 
方，/乂叶- < r(on p ， 然后与 （ io ) 相减得 
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— (0 p —8) = a ( a ) — a = 0, 

从而 Xe ( cry ^ x ^ a ) rX ,( a ) GF P 对所有的 aGG . 因而；^还是 
G 的一个特征标.总之，由 （10) 定义的 x * AG 的一个特征标当 
而且仅当6 1 是方程 （9) 的一根. 

引进符号夕，用淡 （0) 表示对子集 SC / i ' 用少 
(茂）表示•多项式 （9) 可记成沒 O ) — a . 用妒， i ( a ) 
表示多项式 (9) 在灰内的任一根 • 用淡 ^ OS ?) 表示所有多项式 
士… a，a 的全部根构成的集合， 

令礼^=0€幻夕 weP }， 及 p 综合上面的结 
果得到引理的第一部分. 

引理 4 ^ 7 ，/^ 7 ，<?，沒，札0友1定义如上，于是 

( i ) 对见 V 的每个无素0由 （10) 定义的；^是 G 的一个特枉 
标.反之，对沴的每个无素； r ,(7) 的一切解0属于」1/心 

( ii ) MJF + ^6, 这个同构可由 （10) 规定的映射 <9^;^来 
实现 • 从而 Xi ， …， Xr 生成6当而且权当■…，0^和尸+ 
生成 M K9 

( iii > Mjr / F + ^ N K /^( F + ) t 这个同构可由沒-映射 
来实现. 

迈明 （ i ) 已证明在上而. 

( ii ) 由 （10) 规定的映射由 （ i ) 可知是 到泠的 
一个满射_而且由6的运算可知??是一个同态 4 a 是 G 到 F ， 
的一个零冋志当而且仅当 a (0)-8 对所有的 tree 即沢因 
而 ker ⑷ = 

( iii ) 稂据的定义，少-映射 （0) 是一个满射 •面 
且对于 U 2 G 财玄有 

逆(沒1 + 沒 S ) = ( 沒1 + 一 (0| 4- $ 2 ) 

— + 0 J 一沒 1一 ❹2： 
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因而夕（⑴是一个同态.显然逆将映射到逆 K+)， 即 P+C 
穸 -i( 少（尸 +))* 设沒^〗（少（尸 + ))• 于是存在一个 a 使 
得货 （ a)=^(a)， 即 or’一a = a f —a， 移项得 （a — a) p = a — a， 从 
而 = 由 F,C 尸可知 a = o + &G 尸' 所以穸 — 

C ^( F + ))^ F + . 由此得 二 i^/ 少 （i^), | 

定理30设尸为一个素数特征丨的域， K / F 为一个圹次 
阿贝尔扩张，而 JLG = Gal ( 夂/尸）为一个初等 jj - 群.于是 
(0 K ^ F { M K )^ F {^( N z )) m 更精确地说 ，若； 

I 是6的一组生成元，则由 （6) 规定的 Q Xl ，”、 匕，在尸上生成 
K ， K = F (9 Xi ，“ U . 

( ii ) 

证明设;为6的一组生成元，求证 

# 

… D 二： K . 设 a 为 G 的任，一元素使得 a(U = L ， 
4 = 1，…， r . 子是 ； ^(cO = 0 对所有之由于；^生成 <5, 6的任 
一； r 可表成；^1，…，的方幂的乘积 r …; t ^ r . 于是 

r 

ker (^)* 根据引理 l，a = l . 
^ea 

由伽罗瓦基本定理， 

( ii ) 由引理4即得. | 

定釋31设尸为一个素数特狂 p 的域.又设 I 为;^法群 
的一个子群，包含茨 （ F +) 而見[瓦 ：夕 （尸+)]有限.将所有多 
项式 — a ， aGX , 的根添加到 p 得到的扩域足，则⑴允是一 
有限的 〆 次阿贝尔扩张而且 G = Gal ( K / jr ) 是一个初等 i ?- 群. 
( ii ) 穸― 1 !：及）等于由特征标群6所决定的 M Xt 

证明 只要添加夕 (>)- a 的 一个根 (9 到 ir 得到的扩域 
及(幻就包含 ：^(; u)- a 的全部根193+1,，*.34^一1,因而 K/F 
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是可分的.在友内取一组元素七，* +■，〜使得陪集 心，… ■，心 
生成 N /^( F + ). 令乂为淡 (>) — 1 的一根 -~ L = F ( Q '， …， 
Or ), I 的任一元紊 a 可表成 十* ■. + kA + b ’ ki & F ” 

&6少（尸+ >， 6 可表成6 = <^—八 (； £尺由 汁算 可知 & = 

4 *' +k T 9 T ^~ c a 的裉： 

— 沒 = 十 “* + h r O t I- c) F - + * * * ^ k r G f -h c) 

f ki (❸ \--- Si ) + • ■ • — 0 r ) — c p 一 c 

=^1^1； h ^ ' ■+ k T a t -\ - b 

因此 L 也包含每个 ^ Cv )- a , a eF , 的…根，当然包含它的全部 
裉.所以1 这表明厂/，是一个有限4分正规扩张.其次 
证明 GsGaKiT/P ) 是交换群.设 a, r 为 G 的任意两元素，对每 
个 a £況，用5表示少 &) -a 的一个根. a〆 作用于0分别有 
a(0)^0 ^ j t r(0) = 0 ^ k J ^&¥, ¥ 

于是 

crr(6)=air(&)) = (T(e^ k) = (r(6) + k^0 j -hk f 

同样 

ra(B) = r((iC$)') ^r(9 -\- j ) — r($) -\- j=B-hk j t 
所以 M 在 的根上 的作用是可交换的.干是 t 7 . T = T . 
心这就证明了 G 是交换群.再计算 a 的阶. 

cr ^ 9 )=< 7 ^ l ( 0 -^ j )= a p - 2 (5 + 2 = ” ^ 0 -^pj =^& t a p 

保持承 ㈠ ）一 a 的每个根不动，因而 V 二: L 这表明 cr = l 或 a 的 
阶=凡所以 f ? 是一个初等群， 

其次证明 （ ii ) •令 iU 表示所有多项式穿 (4 一£及，的 全部, 
根构成的集合.于是少（況）=_^，而且 Fd 对毎个 QQM , fIJ 
用 （7) 定义了 (? 到 P 的一个叉同态；^即 x ^ y ^($)- 0 ,ae 
根据说的定义，级仿照引理 4，（ i ) 的第一部分的证 
明，可知 jM^O GF , 对所有 cr ^ Q ^ 因而 h 是/：?的一个特従 
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标. 这样就定义71/到6的一个映射 77:01—；^. 易见 n 是一个同 
态而 H kerM ^ F ^ M ^ rj 下的同态象记作 H . 疔是6的一个 
子群.为了证明 M ^ M k , M k 如引理4中所规定的，先必需证明 

H 为此又先要证明 fl k e r ( z ) = { l }. 设为任一元 

素使得对所有1?€财都有 ^(^) = 0, 于是对所有 BG _ M 恒冇 
<7(0) — 0 = 0即 cr (0)= A 因而 c 是 K 的一个恒等自间构.这就 
证明了 

H ker(^)=U} # 

A * 

X 它 H 

根据引理2的推论得 H = G _ 由此证明 q 给出了 鬅到 6的满同 
态使得」¥/.尸 + 二6.从而推出，^，.，，，^*^^生成 Af 当而且仪 
当； f S [ ， …，;生成义由引理4推出见=亚尤，即淡 _ W ) = 

I 


习 理 

1. ( fl ) 若 F 为一域，且是一个环同态，則7 = 0或?;是一个单 
—问态而丑 ^(1) — 1^ 

W 域 F 到自身的坏自同构仝体 AutF 对映射的合成运算成一群 ■ 

W 设兀 / F 为仟一域扩张，则反的 I - 自同构佥体 Gal (灰/乃是 Aut 
反的一个子群， 

( rf ) 设反 AF 为一代數扩张，则瓦的任一个 F ， ft 间志都是自间构. 

2 - 域 f 的每个非零自同态都保持 F 内素域的元素不动. 设尸为含丁/ 
内的桌域.于是 Auti ^ sGalCF / P ), 

3 - 证明 GaI ( R / Q )-{ 1 } ，共中 R 为实 数域， Q 为 R 中的素域即有理 
钕 I 

4. 决定 Gal ( A ：/_ Q ), 其中瓦 
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5. 设为 r 个不同的有埋尜数，决定 GaK^/Q )， 其中 

Q (Vp^Vf^ ***，〆 J? r ). 

6■设 P 为多项式坏 F ，[|] 的商域 ， m F = ¥ AO . 令瓦为多项式 
在 F 上的分裂域，证明 G ^ KK / F ) = { 1 }, 

7. F = ¥ P 0 ) 如习題\令欠为/0) = ：)^ + ;:^+1在尸上的分裂 
域.试决定 GfilCK / F)， 并定出 GalUVf) 的不动域和卩在 A 内的最大可分 
闭包， 


设尸“）为 箏超越 扩张.瓦的元素可唯一地写成 

_ 中 U) 

U = 、77 T ， 

炉(<)，，/^)6^[*]且（史（0，00)) = 1_ 证明 

⑴ 若则 W 在 F 上超越.此时足的中间域 L = F ( tO 也是一个 
单超越扩张. 

(2) 设 尸， ，令 m = tn3x(degT(i)，deg0(f ))._ m>l ,而且 * 是 Xr 上 

多项式坏 LU] 的 m 次多项式 

= = o d { w > j ； #, + a 1 (*0； t i " _ ’ + . ■ * + 

的一稂，其中久 U) 作为 u 的多项式，次数都不趔过 1. 证明 /U) 在 i 上不 
可约.[可仿照第四章§ 4爱森斯坦多项式的不可约性的 证明， 皆先指出 JU) 
没有次数>1且属于尸 U) 的因式，然后证明 fO) 在 i 的子环 FLul 上不可 
约]从而 = 

(3) X = f(w) 当而且仅当《可表成 

af +6 


其中 且 式 0. 

9. 设太 = F ⑴为单超越扩张 + 证明 G^GaUAViO 与商群 Gi(2，F)/ 
F * E 同构，其中 6X0 表示 P 上 2 >< 2 可逆矩阵群 ，忍 为单位矩阵.弁且 
G 可由下列元素生成 

+ t a , beF f b ~^0, 

10, 证明，单超越扩张 FJ/) 的自间构群与对称群 A 同构并且它的不动 
域絮子&(*0, 


(亡‘ _ 0 



趙 


h $ 


11. 设为单超战扩张 ， ffGGal (尤 ./ F ,) 使得 j ⑴ d hi . 令 
0 = < cr >. 试决定 (7 的不动域. 

12. 设丑 -，C ⑴力复数域 C 上单超趟扩张_又设 a , rGGalUVC ) 使 
得 


€7(0 = 公*，7(0 =厂、 

J 々中 0 J 二 1+1/—3). 证明 


fr 3 — 1 — r z t rcr —(7' l r . 

而且 <7， r 生成一个6阶户辟， E 作 G . 证明， G 的不动域为子域 C ( u)，w = 

13 . 设允 = Q(l/I,/T) ， i9 = (9 一 5l/T)(2 — l/T). ^ = K Cl/T). 
证明 ^/Q 正规，决定 GaK^/Q). 

J 4. 设 [ = QO / T ， 〆 "^)， T / T )(3 + l / i 〕_ £： = K 
证明 .瞒 正规并决定 GaK ^/ Q ). 

15 .设 ^ — Fix t , - - ■ ，^\> 为域 尸上》 个未定元 心， 4 ?,的有理分 
式域，它是多项式环 少[: Ti ，• .• 的商环.对于 n 元对称群的海 
个置换 A 如书中所规定的^决定了 f 的一个自同构证明 


(1) 设 /(^1, * ■ ■，丈 n )， 茗（《]， * “互素 t 


則 0 ^ = | 对所有 


的 及，当而且仅当0^0=/和 h (尽）对所有的 jre 汶„ 

(2) 设人为 ft 元交错群.令 H ^ la M \^ eA m }, 
今 兄表示 G 的不动域.令 


m^Am 


疋 ifn … 欠 ; F,S 

△=n($ 广 〜） 

(<> 

于是 A = A + - i _ 而 R 兀 （ A + ) = A 1 A ，） 是 i / 的不动域.特别 当尸的 特征孕 
2 时， K ( A ) = A-(A + \ 

ie . K 定出 FM 名项式在有坪数域 q 上的群， 
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(1) — 2 ^ + 3, 

( 2 ) 

( 3 ) ， n , t - u 

(4) 〆 一11 ^+ 30, 

(5) 〆 一4 : f 3 + 5, 

( 6 ) ?+2 ^^2 x -\ rZ t 
(7> V -]0 ^+ 4 . 

(8> V +4/ + 2* 

(9} ^? 4 — 8 a : + 12, 

(10) /+1^+化 J ) 为素数. 

17. 讣算 t 

Cl ) ?—1 在 QO 7 :^) 上的群， 

(2) 设 A 7 Q 为 7： 次扩张，？ 一3 r —1 在足上 的群， 

(3) 〆 一 2在。(^二了）#的群. 

(4) V — 4 r + 5 上的群. 

(5) ?一8 1 + 12在 Q 的任念二次扩张上的群. 

18. 设域^的特征#2,又设 〆 + a ^ + & GF [>] 不可约,(7为它的群， 

于是 

(0 若&是 F 的一个平方欸，则 G 与四元群 <(12 )(aih (13)(20〉同 

构. 

(2) 若&不是 p 的平力数而 aw — 4 &) 是，的一个平方数，則 a * 
一个循环群. 

(3) 若&和 iKa 1 —4 fc ) 在 F 内都不是平方数，则 G 弓8阶的二面体群 
认 同构. 

1&. 试决定 V — 2在 Q 上的群以及^一2在 Q 上的分裂域的所有子 

域. 

20. 没域 F 的特征尹 2. 如果^包含一个木原的 n 次黾位根而 R 71为 
奇数，则 P 包含一个木原的2 n 次单位稂^ 

21 . 设 f 是 Q 上的一个有限扩张，证明 ， F A 包含街限多个黾位根. 

22 . 用“表尕一个本原的《次单位根 4 
(1) 找出 Q ( D 的所有子域. 
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(2) 找出 Q (匕）的所有子域. 

(3) i ^ n >2, 证 明， CKL 十 G 1 ) 是 Q(D 中的最大实子域.(先指出 
有一个2阶自同构 A + ，就是 S 数域 C 的复共轭： o + M/ 二 T 

卜六 a — b 〆一 J 在 Q (“）上诱导出的自同构）. 

23. 设 p * —奇素数. 证明 

(1) 2；0=2/(多"）4>1，的单位群 （Z r ，）* 是一个（多一 Dii 1 ^ 阶循坏 
群.（光指出 1+ JP 在(名^) 45 中代表一个，阶元.其次，令心为模 JP 的 

* 个拟根而且令 gr’ •泛 g(modi> w )，lS 疗 <>' 则彦在 （ Z pn )* 中代表一 
个 p — l 阶元）. 

(2) 分圆域 <2(“"）是<3上的（少一：0》* 1 - 1 次循环扩张， 

24. 证明 

(1) Zp = Z /(2"), N >2, 的单位群 (Z^r 是一个2"- 1 阶循环子群 <5>， 
(5 简单表示以5为代表 mod 2" 的陪集）和一个2阶子群 < — 1>的直积. 

(2) 2%»>2,分®域 Q(Gn) 在 Q 上的伽罗瓦群与直积<5>^< — 1>同构， 
其中 <5>和< —1>如（1>中所定义的. 

25 + 设: p 为一奇 柰数， 令圹二（一1)^"多.证明，，《>1，分圆域 
Q(“"） 包含一个唯一的2次子域 Q(〆"^). 

26. 证明分圆域 Q (^) 恰好包含三个2 次子域 QO/T ), 

0 0/二1：)和(3(1/=^). 

27. 设瓦 /F 为一个有限伽罗瓦扩张 ,G = Gal( 丑 /Q ). 设足为丑/尸的任 
一中 M 域，丑， GalCE /允）. 令及=卜66^<7<足） = JT }. 证明 

U) W 是汉在 G 中的正规化子， 

( 2 ) G^KK/F)^N/H t 

2B. 举例说明，存在 Q 上的一个根式扩张链 

Q = F,dF 1 C ： ^^<ZF r =K t 

伹是瓦 / Q 有一个 中间域 L / Q 使得 X /0 不能写成一个稂式:扩张键. 

22. 在 Q 上用根式解方程 V —1 = 0. 

30. 设 / U )6 Q[>] 是一个 n(w> 4 ) 次不可约多项式而 fL/(;r) 在 Q 上 
的群 0=6*. 设五 / Q 为/(疋)的分裂域， a e 疋为 /Or) 的一根，证明 
⑴ Gal(Q(a)/Q) = l 伹 [QU):Q]=\ 
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( 2 ) Q ( a )^ Q 上的正觇[: H 以（把它的 f 城)就迈万 

31. K / Or )=? + m s + k + i ^ QI >] 为任一二次多 m /) 衣示 / U ) 
的判别式.证明， / U ) 冇屯根或有5个不同的实根或有一对复根（非实）和… 
实根，按照乃”0成 O '. 0成 i ><& rfi ] 定， 

32. p 元域 F P 匕的2換灯 : f~^ajr + 6， a ，66 F P ， fi #[), 叫做 F , 上的汸 
射变换. 它也是 { CM ，* + *， i > 一 1} 的一个置换 . F , t 仿射变换全体对映射的 
合成构成一个群，记作儿证明 

(1) d 的阶 = ： p(p — 1)，小是一个传递群 + 

(2) 4的平移 f / t :丈1-\1： + &，6 = 0，1,，*%方一1,构成乂的一个 p 阶堉环子 
群 P ，每个 11 1在 b < P ，无不动^ 

(3) 』 r a ： x \^ a ^ T a ^ l ^^ t 3 y ^ l , 构成3的 p — 1 阶循环子群 
H ” 每个 r ^ lOCp , 只奵一个不动点 0. 

戶在』内正规，因而户是』的唯一的/ I 阶子群 • 

(5) 令汀 4 =〜//。(^ 6 ，& = 0,1,*.* 1 _ ? > — 1，是与孖，共轭的子群，每个 
<70。7^只有一个不动点 b , H . 

CfrT-.iCT-fi (a?) = f-b(l ^a)* 

<6) 4 是-个可解群，而的任何正规子群除 {1} 外都包含尸.（指出 Z 
的{〗}以外的正规子群部是作递的)， 

33* p 元置换群定义如习迎32, d 看作 p 元对称群；9,的子 

群.证明 

O ) 尸是茂，的一个西罗 i >_ 子群，尸在内的中心化子就是 P 自己， 

(2) P 在及 f 内的 1 H 规化子就是丄 

<3)设5为的任一个可解的化递胙.证明，/?的西罗方，子群在£内 
是正规的，因而是唯一的，记作 P : 下足 P 7 f 内的正规化 1 S 记作 N 、 包 
含足 

U ) 厶与』的个了群共轭_ 

34■(伽 罗瓦） A 域厂的拉证= 0, /(^) 6 Fix ]为 一4〗数 p 次不可约多项_ 
式，忍/1^为它的分裂域.证 明, jXar) 可用很式解的充要$忤是五可由 /U) 的 
任意两裉《，召巫成，即苫二 /(a， ⑴.（允分忡冗明.对 /U0 的根 
可考虑子群 <? f 二 Gal(ZV7(a,)), ^ 由此证明， G = 
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Gal (丑 / F ) 的西罗 p - 子群是正规的）. 

35. 具沣5出 K 列多项式在指定域匕 的群： 

0) 2& Q 上的群. 

( 2 ) ?一2在 Q ( 〆 ！") 上的群. 

36. 设 p 为一素数，证明 ，V — 2在 Q . h 的群和 F , 上仿射群同构，井具体 
写出间构. 

37. 设丑 / F 为-紊数： p 次循环圹张， L / F 为任一域 r 张.证明，复合域 
五 -i 或者仍然是 i 上的袋次循环扩年或者若为前苦』 - i/i 有可 
能还是一个根式扩张， 

38. Q 上有限扩张艽 / Q 在本题中都看作 fi 数域 C 的 子域. 若[还包含 
在实数域 R 中，则凡称为一个实域，或称为一个实有限扩张*如果疋 / P 是一 
个实有限扩张同时又是一个裉式扩张，则 ff / P 叫做一个实根式扩张 • 如果 Q 
上一个多项式 / U ) 的分裂域疋 / Q 包含在一个实根式扩张 K / Q 中，则称 / U ) 
是可以用实根式解的.我们在下面将 耍证明 ，在 Q 上存在这样的不可约多项 
式 / U ), 它是可以用根式解的，面且 / U ) 的根都是实根.但是 _ fU ) 是不能用 
实根式解的，以 V _3 r + l 为例，证明 

(1) fM = ^-3^- hl 在 Q 上不可约，有 三实根，而且在 Q 上的分裂 
域 E/Q 是一个3次（实>循坏圹张 * 

C 2) 设尺 / Q 为任一实有限扩张.证明，复合域兀. X 或者 是反上 的一个 
3 次实循环扩张 或者五 if ~=无.若为前者， if 尤 决不是瓦上的根式扩张. 

(3) 设夂 / Q 为一个实根式扩张，则复合域五■艽 M 为尺上一个3次实循坏 
扩张但决非(实）根式扩张.因此 / U > = f — 3 1 + 1不能用实根 式解， 

39* 证明 A 5 + 20 ；t + 16 在 Q 上的群为^^ 

40. 证明 T / U ) = ^ + 23： t s — 9 V + 12 /— 29 ar -15 在 Q 上的群为 

41- 作一个群为及的有埋系数四次多项式. 

扣. 设五 / f 是一个为土数 j >1) 次循环扩张.乂设 L 是瓦 /F 的一 
个中间域使得 [ H ] = A 证明，若五可由元柰 a 在 i 上生成，则兀也可由元 
素 a 在 F 上生成 t 

* 

43. 设域 P 的特征为素数乂设五 / F 为一个次 U >1) 循坏扩张而 
且 Gal ( H ) = < CT \ 证明 
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第八章 铷罗 瓦理论 


(1) 存在互 的元素 V 使得 = 对 V 又存在表的一个元素卢使得 

fj ( ") 二 〆 一 F * 

<2)设0如（ I )作出的，则 V — J 一卢在五上不可约. 

⑶ 添加？一^一0的一根 a 到芯 得到的扩域五 o ) 是尸上的 〆 + 1 次伽 
罗瓦扩张 t (注总， A («> 是 F 上的伽罗瓦扩张，其充要条汴是 W —— cK 扪 
的根 都在五 (《) 中）， 

(4) r (幻有一个 F - 自! H ] 构 r 使得- 

r («) -a + y , 

而且 r 的阶二因而右(0)是^上一个 + i 次循环扩张， 

( 5 ) 若上存在 P 次循环扩张，则仵 F 上存在住意次循坏扩张.反 
之显然. 

设域尸 的特征为素数 A 則在 F 上存在任意次循环扩张的圯荽 
条件是 P 的加法子群少（尸 + )小于 P +* 

45. (1) 设 F 为: p n (多 素数)个元素的有限域，证明群指数 ( P +: 少(厂 +)) = 

P > 

( 2 ) 设尸为特征 p (： p >0) 的域， K ; F ( tht 在 F 上趔媸.证明 （A 

麥(瓦 + ))>1， 

40. (1) 证明，当系数 p >7 时，/一1在素域 F , 上可以用稂式解，并具体 
求出它的解. 

t 2) 证明，一 1在素域？ 3 上不能用根式解 . 但可以应用丰窣定理27求 
解_并具体写出它的解， 





第九章多重线性$数初步 

近年来，多茧线性代数的槪念已经成为数学许多分支常用的 
工具，在这•章我们将对多重线性代数作一初步的介绍， 

作为线性变换 y 线件函数的推广，我们首先引进多重线性变 
换与多重线性函数的概念，然后给出线性空间的张量积与张量 
代数，在张量代数的基础上利用交错化算子定义外乘积与外代 
数- 


§ 1对偶空间 

我们已经介绍过线性空间上线性函数的槪念，现在着重来考 
察 一下线性函数组成的空间，即所 m 对偶空间. 

在这一章我们总是假定 f 是一个任意域，而讨论的线性空间 
都是指域 f 上的线性空间. 

为了统一线性变换与线性函数，我们竚先把以前的线性变换 
的定义稍作推广. 

定义1设 F 与 VK 是域 P 上的两个线性空间， A 是 F 到砍的 
一个映射.如果力 适合： 

1 ) A{a + P)--A{a)^A(^), 

2 ) Aikoi) — kA(a) m 

对所有的 kGF , 那么 4 就 称为由 F 到 TF 的一个线性 

变换. 

显然，在^=化的情形，这就是过去所说的线性变换，我们 
知道，，可以看作域 F 上的一个一维线性空间，因之，所谓线性 
空问 K 的线性函数就足:由 F 到 F 的线性变换. 

与线性空间到自身的线性变换一样，我们有 
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解九拿多重线性代数初步 


定理1 设 r ， 妒是域尸上线性 空间， r 的维數为 
〜是 r 的一纽基，对于 w 中任意 w 个无素 心 n ， 卉在堆一 
的线性变换 A : 评使 


证明留给读者 .■ 

当 r 与 W 都是有限维线性空间时，我们也可以谈线性变换 A : 
「十^"的矩阵，不过要在线性空间「与研中都各自取一组基.读 
者不难写出线性变换与^阵之间对应的细节，这里就不多谈了. 

在线性空间 K 的线性函数之间我们可以定义运算，设 /， g 是 
V 的任意两个线性函数， A 是域 /中任 意元素 4 我们定义 
(/ + ^)(^) = /( or ) + g ( a ) 9 
(*/) ⑷ : kf « 

容易验征，这样定义的与 6/ 仍然是线性函数,而且线性空间 
F 的全体线性函数存这两个运算下也构成域 f 上的线性空何， 
走义 2 设 F 是域 F 上一线性空间 • F 的全体线性函数在上 
面定义的两个运算下所成的线性空间称为 F 的对偶空间，记为 
V \ 


下面我们主要来考察有限维线性空间的对偶空间.对于有限 
维线性空间的线性函数，我们有以下的基本事实. 

推论设 r 是域 f 上一《维线性空间， a ，.** ，〜是 f 的一纽 
基.对 f 中佐意给定的》个无素~，.〃 5 \，存在|/的唯一的一个 
线性函数/使 


f = l ， …， n . 

证明留给读者 ， I 
由此我们可以立即证明 

定理2 设7是域尸上一 W 维线性空间/是]7的一 
纽基 . F 的对保空间也是《维的，而且有一组基 f u …， 

适合条件 
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/,( o = U，j _ i ，… 

钲明由定理 1 的推论，在中有 n 个线性函数/』，"•，/; 
使 fi ( ej )= d is , * - 

我们来证明 ， / lt •- •，尺线性无关丘构成 F •的一组基. 

假设线性组合 

* l /| + …+ 為 nf n 二0, 

考察两边在基向量~上的函数值，即得 
(左 l/l +…+左山)（匕） 

= ^i/i(^) +，"十 h n f n ( ei ) 

取 j = 这就 证明了 /!，••. ， A 线性无关_对 T 任意的 

/ eF ' 令 

f ( e J )= b i> j = l 9 *^ J n t 

显然， 

( & j/i + …+ = 1，…， ft . 

由定珣 1的唯一挂即得 

f—^ifi + * •■+ H 

这就是说，^中任一元素都可以表成尤，.*■，/„的线性组合 . 因 
而 / j ，…，九是 y 的一组基，「*是《维的 .■ 

定理2中所作的 F •的基/^•••，/„称为7的基4，‘_，， 15 „的对 

偶基. 

淮论设 F 是域 尸上一 0维线性空问 〆 是 F 中一个向量.如 
果对于所有的/ G 1 7 *都有/0): 0，那么 a = 0 . 

证明在 F 中取一组基令•，.，/„是它的对偶 
基.设 

cr = a l e 1 + …+ a n a ni 

由条件，/彳（《):-〜=0, i = l ，*.*,? i , 于是 

« = 0 • | 
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线性空间7的对偶空间也是线性空间，当然也可以考虑它 
的对偶空问由定埋2 ， 如果 P 是 n 维的，那么 P % 从而 F — 
都是 R 维的.下而来建立 F 与 F 〃的一个重棵联系，设是 
—固定的向是，对于所有的 

fwf(a) 

定义了 1 7# 到开的一个映射.容易验证，这是的一个线性函数， 
我们记这个线性函数为上面的 定义可以写成 
⑴ 《*(/ 卜/⑷. 

按这个方式我们建立了 F 到的一个 映射. 我们来证明它是 P 
到的一个线性变换. 

任取 a ， 卢 eF , AG 尸，我们有 

(«十/0*(/)7 f(a + 万） 

=/(。)十/(卢） 

二《，(/) + ^(/) 

)（fh 

换句话说， 

(ka) m ^ka*, 

这就证明了映射是 F 到的一个线性变换. 

定坪2的推沧表明，如果^今0,那么 a *^0, B 卩把非零元紊映 
到非零元素，闽之，这个线性变换是咕射的. 

在 F 中取-组基 e n ，令/〗 〆 • ■，扒是它的对偶 
甚.由 （1) 可知 

这就是说，+ *•，<恰好是的对偶 S . 既然4，."， 
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4是的一组基，所以这个线性变换是满的. 

综合以上讨论，由<1)所定义的映射 

a ^ a * 

足线性空间 F 到线性空间 F + # 的 一个冋 构映射.在这个同构映射 
下，如果我们把《与/等同起来，那么就 rt 『以把 V 也?!怍是 F •的 
对偶空间，或者说，的元素是 F 的线性函数，而 F 的元素按 （1) 
也4以看作是的线性函数. 

应该指出，对于有限维线性空间 F ，线性空 [ ii ] 与 r ** 有 
梠同的维数，按线性空间的一般理沧，它们当然是间构的 . 上面按 
(1) 定义的同构映射的意义不在于说明 F 与是同构，而在于给 
出了一个特定的同构映射，在这个映射下， F 的元素与的元素 
之 ffij 建立了对应 ，以 后将会看到，这个映射具有很好的性质，这里 
就不细说了， 


§2多重线性函数 


作为线性变换与线性函数的推广 f 我们来定义多重线性变换 
与多重线性函数. 

定义3设与死是域/上的线性空间，映射 

A : V t X …X V t ^W 

称为多重线性变换，如采对于所有的 = 所有 

的*它适合 

1) A ( a 1 ，-，.， a f +^ i ，，**， a r ) 

二 ■，《 r ) | 乂 （a ， . ■. ， 卢 “ ‘ ， ar ) ， 

2 〉 A(a lt — • , ka if * * * 7 a r ) -■=- kA(a ly ^ * * ， or,, . . * ， cr r ) ， i = 
1 ， …， L 

由定义可以看出，所谓多.獄线性变换就是对每一个变元都是 
线性的，或者说，如果固定其中的 r 一1个变元，那 么对丁 .剩下的那 
个变元，它是一个线性变换，当 r = l 时，这就是通常的线性变換, 




m 铂九章多盃线性代数初少 


当/■二2时，它通常称为双线性变换.多重线性变换存不少性质与 
线性变涣相仿，这 M 不多说7\ 

定义4设「，，"•，匕是域尸上的线性空 fuh 由1^ ，“、 
到，的多重线性变换称为定义在。，‘■‘，广上的多重线性函 
数， 

显然，这是我们已经知道的线性函数与双线性函数的推广. 
和线性明数一样，对于多重线性函数我们也可以定义加法与数量 
乘法 • 设/，貧是定义在线性空间 F n _ + _， F r 上线性函数， 

对子 KR ， 丨=1，**.，/，我们定义 

(/+ 貧）（〜， ■， a T )" (■宫 （ e ^* ■ *， cr r )， 
(*/)(«!，*■■ ， a r ) = A / Oj ， …， a r ) + 

我们用尸 （ F ,， ‘"， K r ) 代表定义在线性空间 r n ...， F r 上的 
全体多重线性函数.容易验诎，尸 （匕， ■.. 在上面定义的两个 
运算下成为域 P 上一个线性空间， 

与线性函数的情况相仿，我们有 

定理3设&，*■•，'是域尸上的线性空间，[^的维教为 I ， 
，… ? c fm 是 R 的一组基， i = l ，〜. 对域 F 中住意一奴元素 
5 = 1 > * * ' , » i(t — 1 , * * • , r ), 存在喷 一 的 一 今多重线性 

函数/使 

i‘=i， ■- ■，^ (i = i ， .. -， r ), 

证明留给读者 .I 

对于任意给定的一组脚标取 

bifi r -，占“ 》 r ， 

ji = lf • *. = 1 ， … ， r. 

_ 定理 3 ,我们有多重线性函数 I 使 

A = l, …，〜， t = l , • - - 



i 2 多金线蛀函觳 




这样得到的函数 + 就是 

/ n r (…:，… ) = 1 

而在基向量的其它组合处取值仝为零. 

定理 4 符号同定理 3 ,上面定义的函數 / fr] ，卜， = 
A “一 l ，”.， r 线性无关，且构成尸（匕， …， F r ) 的一 组基. 
户（厂 1，， ■ ■ ， F r ) 的缉数为 
证明留给读者 .■ 

元素取自域 P 的 ri 元数组 



的全体在有关运算下，构成域 F 上一个《维线性空间 nxn 
矩阵的行列式 


«J1 

^12 ' * * 

a ln 

a 2i 

* * * 

沒 22… 

4 ■ • ♦ _ • 

^2n 

* * * 

(*nt 




可以看成是《个列向董 



的函数 • 由行列式的性质立即可以看出，行列式是定义在 W ， 

• • 个)上的一个多重线性函数. 

我们现在来建立多重线性函数之间的一种运算.为了避免过 
子复杂的脚标，同时也考虑到下一节的直接应用，我们把讨论限制 
在简单的情形，在弄清楚这种简单的情肜之后，推广到一般的情形 
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对于读者将不楚兩难的帛. 

设 F 与 W 是域 F 上的线忡空问，维数分別是 n 与 m ， 而 
分别是它们的对偶空 M . 对于 / ev ' ge 设'我们定义 
f ® g '( a f fi )-- f ( a ) g ( fi) J aeV f /3^ W m 
容易险证，对于 a it Cf 2 eF ， fceF , 有 

/® 公 0 】十 a 2 ， /) 二 /<(^ 十《 2 )^( 沒） 

二 i®g{a'D +/®g(er 2 』）， 
f®g{ka,p) =f(ka')g(fi)^kf(a)g(0) 
-k(f®g)(a^) t 

闶之， /® 貧对于 F 是线性的^问时可以证明，它对于 Tf 也是线性 
的.这就是说，/®襄是定义在 F , W 上的一个双线性函数，即 

这#，我们定义了一个映射 

a ： V* xW*^P(V,W) t 

显然，映射^对于设*是双线性的，换句话说，<7是由 F * 与 
到尸 （ F ，1 T ) 的一个双线性变换. 

在 F 与研中分别取基与％， ■,. ， ' ，令 /』，_■•，/, 
与 & ， … ， g 相 分別是它们的对偶基 . 由定理 4 可知， 

构成 P ( T % 州）的一组基.由此可知，虽然《7(广;<『）在尸（?^ 
w > 内不构成一个子空间（为什么？），但是 cr ( F * x 评 *) 包含了 
P ( F ， VF ) 的一组基，因而 x W ) 生成整个空间户 
根据以上讨论，我们可以证明 

定理 5 游号同上 . 如果与 V! ， •. ‘ ，％分别是 F* 
与 知基，那么 p 是 p{V y W) 

的一组基， 

证明对于任意的 /6F' 尽设 
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f a ."。g - 

由双线性，有 

R m 

f 0 g -= IZ 

c —— ] j — ] 

这就是说， cr ( T ^ xH ^) 中毎个元素都可以表成 = 
n，i = l ，> h ， m ，的线件组合，从而 P(F，TfO 中每个冗素都可以山 
它们线忏忐出.因为 P ( V 7 W ) 的维数是 nm , 所以 它们必 线性无 
关，因而是 P(K，1F) 的一组某.这就证明了定理，■ 

§ 3线性空间的张置积 

在以 k 准齐丄作的基础上，我们现在來定义线性空何的张 ft 
枳，它是多道线性代数的一个基本概念. 

定义5设 F 〗， F 2 I ? t 7 是域尸上的线性空间， 

川是山 h 到 W 的--个双线性变换.如果对于域 h 任意的 
线性空间"，任意一个双线性变换 G ， 都 f 在唯一的 
线忡变換 ^ P：W >/ y 使 • 


那么 W 就称为6与 F , 的一个张置积. 

这个定义看起来比较杣象，不容易把捉住张量积究竟是 ff + 么， 
m 足它的确抓 it 了张量积的待征性质，以后用起来很方便.直接 
从这个定义一下子看不出，对 于残性 空间这样的张 s 积是否存 
在，因之砧明它的存在性与唯， - 性是首先要解决的问题，而在解决 
这些问题的过程中对干张量积就可以有比较具缽的了解+ 

定理 B 设是域尸上有限维线性空间，线性空问 
匕的张 f 积存在，而且在同构的意义下是唯一的. 

证明 令 F 〖与分别是^与匕的对偶空 ㈣ ， 我们知道， 
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h 与1^可以分别等同于按§ 2 的讨论 ，我们有一 
双线性变换 x r 2 — P 07. q ) ， 即 

cr(a ? ^)=a@^ J ae Vi^eV^ r 
设心，… ，、与 心…，、分别为6与 匕的基 ，其中化为^ 
的维数，〜为匕的维数.由定理 叛， i = l ， …， 
n ^ j '- l ， …， n 2 ，是尸 （ FT ， n ) 的一组基， 

? ii 们现在来证明， raUD 就是的一个张量积.设 
U 是域 f 上任意一个线性空间， < p ： F , xF 2 ^ U 是一个双线性变 
换.令 

炉 （心， t )=7 u ， 去=1，•…，％，•，爲 2 ， 

由定翊1，存在线性变换^尸 t / 使 
伞(芒您 n /) — ** * = 

显然，我们有 

批 （ n 、 二 沪 （a ,%) = ■ * ,，％， j = 1 ， •.. ，％, 

由双线性即得 

如果再有一个线性变換 ^ iPiv % v *)^ v 也适合 
那么对于任意的 i ， j 有 

* pa ( e i 7 tj .) =< p ( e if v t )=^ if 7( e ,, Tj.) t 

这就是说，炉与炉1在基向量0*(1， J //)， i = l ，. = **•，《& 
上的象相同.于是由定埋1 的唯一 性即得这就说明了， 
适合条件的线性变换 p 是唯一的 4 
以上讨论说明，双线性变换 

o : V y xV ^ P { V % Vl } 

满足张量积的定义，因而 P ( VUVi ) 就是6,7 2 的一个张量积. 

下面再来 iff 明，匕，匕的张 fi 积在同构的意义下是唯—的 # 

设有双线 tt 变换与线性空间使 

a : V x xV 2 -^W , 
a l ： V i xV 2 ^ W v 
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都是张 量积， 由 W 是张鼉我们有线性变换 — ，使 

0 di ， 

再由V』是张量积，我扪柯线性变换化：研!+呢使 

令 U 」5 1〆分别表示线性空间 TF 与的 tet 等变换.裉椐张 
tt 积的定义，对 T 张量枳阶，另一个双线性变换仍取心6 x 匕― 
卟，显然有 U: 研；仄使 


l v a = a ^ 

但是还有线性变换评+灰使 

tpifp<r-^cr t 

由定义中要求的唯一性，我们有 ， 

妒 10 = 1， • 

同理，有 


抑! =1 〆 ， 

由此可知，^讲—俠 i 是一饲构映射，这就证明了，任意两个张置积 
必同构， ■ 

逻辑上严格地说，谈到线性空间的张量枳时，应同时考虑与之 
联系的双线性变换， 

a : V : x F 2 + VT . 

这一点从定理6的证明可以看出，不过为了简吳起见，我们总是 
说是 L ，匕 的张 fi 积”，而不明确指出双线性变换. 

既然张量积在同构的意义 F 是唯一的，我们用表示 
的张量积，对于 

aev lf fiev 2r 

用 表示 < y ( a f p)j 

根琚定义 5 与定理 6 ，关于张量积，我们有如下的基本性质, 

1* (a ! 十 Cf 2 )®p = a 必方 j a 游钤 ' 

( 芦 l 十 〜） =«®^i + 
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^ it ^ t P 1^2^^ 2* 

2, ( ka ) ⑧卩= a 这) { kp ) = h { a 勞 p ) ， 

尸， aeh ，卢 er a . 

3* 如果〜，…，％是6的一组基 ，％，■• w 是 h 的一组 
基，那么 J i = 1 , * - •， n !， j = l 7 ■ • .，》2,是 V 2 的一组基， 
因而的维数为 

4. 中元素都可以丧乐成 

£>.娜 

的形式， it : 中 ^, ev lfJ s i ev,,i = i y ^^ r ^ 

定理7设是域 F 上有限维线性 空间. 我们有同 

构映射 

使 

^ i ( C «@^)0 v )- «®(^® v) f 

有闵构映射 

^2： vi ® y z ^ v 2® v l 

使 

今 I (、 a _ 、二购 a ， 

其中 ^ev lt fiev 2 f yev 3t 

证明在 v t , v 2 J v ^ 中分别取基〜，，.，，％，％，•._ 

我们知道 

i = l ，…， Tii，j = 1，…， n 2 ，k = 1，… s k 3j 
分别是 （ F 必6)0匕与 K ,® (「必 r 3 ) 的基.定义 
ti-(y^V 2 )iS)V^V^(V 2 iS)V^ 


为 



线性空 ㈣ 的张 t 枳 


i = l ，■ * ， ， n! ， j = 1， * * ‘，作 2 , A = 1 ， • ■ , ， re 3 , 

S 然， t 即为所要的同构映射. W 的定义方法类似 ，留给 读者 .I 
定理7给 m 了张显 积的结合律，因之在考虑多个线性空间的 
张量积时，可以不用栝弧.设「』，_*•，个线性空间，我们 
可以作它们的张量积： 


6 ㊈㈣ … ® F m ， 

也可以考虑形式为 

從 1 ㊈".㊈ u, e 1 '一二 1，…， m 

的元素. 

在定义了线性空间的张 M : 积之后，我们再来定义线性变换的 
张量积. 

定理8设 tmf 是域尸上的线性空间祀 
是两个线性变换.于是存在嗜一的线性变换 C : Fg ) ir 士 F ( g ) VT 使 
C ( a (孙、 , a^-_V ,0€ W m 
证明定义映射炉： Fx 冰 ㊈ W 为 
g >( a 7 fi )= rAa < SB /3 t 

容易验证，炉是一双线性变换 + 由张 S 积的定义，存在唯一的线性 
变换 

c ： v ® w ~^ v®w 


使 


我们称定理8屮所说的线性变换 C 为线性变换4与 A 的张 
董积，为 


渎者不难证明线 性变换 的张最枳的-些基本性质 s 
I * (A i C )( x ： J 5 , CxB , 

D ) 
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2, (A®B) (C®D) =AC®BD, 

3 * £(^; E--£ m 

4-如4 3可逆，则 A® 方也可逆， 

这甲1九£： : 「+「，双，/>:诈—仄，而£表示单位变换， 

下面来看一下，在适当的基下，的矩阵与 v 4, B 的矩阵 
的关系. 

设 x n 矩阵，5= (A,) 为一 m x w* 矩阵，我们 

定义 


A ( g)B =- ( rt ^ B ) , 

它是一个 nmx Km 矩阵，称为/ I 与 B 的张置积， 

设… •，〜 是 K 的一组基，心，.* •，如 是尿的一组基，而矩 
阵』 = ( a “）， 5 = ( 匕,>分别是线性变换在这两组基下的矩 
阵.我们知道， 

m . ，心 ⑧如， .…， 

芯 j ， ■' 7 eJ^>r} m 

是 F ® 研的一组基，读者容易验证*线性变 换乂⑧ B 在这组基下 
的矩阵就是 


由线性变换张量积的性质立即可以推出矩阵的张量积的一些 
基本性质. 

最后，我们来看两个例子. 、 

设 F 是域 F 上一个线性空间 4 把 f 看作 FJ ; 的一举线性空 
间，我们可以作张量积 

中的元素为 
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J2^i Z] 為久， 

fs ® J i * 1 i — 1 

这就是说，的元素全可以表为 l®a，a£F 的形 A. 

容易看出，映射炉 : Px 

q>(k ,a)^ka ,k e y ev 

是双线性的，因而唯-地决定一线性变换 

A ： F ® V^V 

使 

由 A ( i ®«)= a 可知 a 是映上的，而与 r 有相同的维数, 
所以，4是一同构映射，以后我们常常按这个同构映射把 
与 F 等同起来. 

设 P 是实数域 R 上的一 n 维线性空间.复数域 C 可以看作 
R 上的一个二 维空间 ，作 

C®V f 

它是实数域 R 上的2 n 维线性空阆，对于 hGC, 映射 
^€C, 显然是 c 的一个线性变换（把 C 看作 R 上的线性空间)， 
由定理7,它决定了 C ® F 到 C ® F 的一个映射 

z ^ a \-^ z Q z ^ a ： 

我们定义 

^ 0 (s®«)=js 0 js(g)cr # 

容易验证，在这个运算下， C ® F 构成复数域 C 上的一个线性空 
间.如果〜…，6是 F 的一组裘，那么显然 l ( g ) q ，*..，1® G 是 
C ® F 作为 C 上的线性空间的一组基， 

C ® F 作为复数域上的线性空间通常称为实数域 R 上线性 
空间 P 的*化，或者说，把 F 扩充成一个复数域上的线性空间. 
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§ 4线性空间的直和 

定义6设匕，•_，，['是域 F 上的线性空间.考虑所有的 s 
元元紊组 

( cr ! ，…，<0，& GFi ， 表=1，， " J 

的集合，定义 

( or ! ，一， + ，•- ■，芦 0 = (0?! + ^ ，…、 a , + H 

■，… .， a s ) 1 ， • . - f ka s ), 

艽中 j = i ，《 p ， s . 显然，它构成一线性空间. 
这样得到的线性空间称为线性空间 •，匕 的直和，记为 

■- -+ T ^ 

定义6给出了一个由已知的线性空间构造新的线性空间的方 
法_过去我们讨论过子空间的直和，它们之 M 是什么关系呢？ 

在 + 中，所有形式为 

(0,…， A ， … ’ 0 )，ffi £ K 

的元素 a 然构成一个子空间，记为 H 容易苕出， G 与^同构， 
而且 Fi + . ■ ■ + L 可以表示成+空间「;，••■， F : 的直和.由此 
可见，这甲.定义的直和 hi 过去所说的直和在本质上是一闕事，不过 
出发点不同而已.有时候为了区別，过去所说的直和称为内直和， 
而定义6所说的直和称为外直和. 

为了下面的耑要，我们还要把定义6推广到无穷多个线性空 
间的噹形.设是域 P 上无穷多个线性空间.我们说一 
个无穷序列 

( a 】， a 2 ，…），〜6|/卜名=1，1… 

的分量几乎全为零，如果在 a 』， a 2 ，… •中只冇存限多个分量不为 
零.考虑分量几乎全为零的无穷序列的全体，定义 

( a !， a 2 , . ■.) 十 卜芦 3 , * …十卢！ ， a 2 十於 2 ,…）， 

fc ( a i ， a 2 , … ') = { ka i , ka 2 , …人 
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显然，这样定义的运算 东所考 虑的集合上迠 封闭的 构成一线 
性空间 . 

定义7上面构造的线性空 1)1] 称为线性空 N ••的直 
和，记为 

«o 

t ^ + f 2 +. — ix . 

1= 1 
oo 

在中，除去第 < 位外全为零的序列的全体显然成一子 

*=i 

空间，用 K 代表它.容易证明，，而 y . 直和中的元素 

*=1 

炫 可以唯一地表示成 

a = a il - ha il - {- *■ - + af ir ， 其中 S ， J . =1， *"， r _ 

为简单起见，我们讨把与 R 等同起来.于是直和£厂中 

1 


的元素 a 就可以表示成 

« = a"+a i2 + - £F … = … ， r_ 

应该指出，“几乎全为零”的限制对于有限多个分量来说就不 
成为限制.因之，定义6与定义7可以统一起来 t 

最后再说一 K 线性变换的良和，设 F 』， r 2 ,• • •，是域 F 上的 

线性空 M ， 而為 ，分別是这些空 M 上的线性变换.对于直 
«« 

和中的元素，我们定义变换4为： 

i=-l 


A{a i ,a 2y ^ *) = (^i « u-A 2 « 2j …）， 

显然 4 是一线性变换，线性变换4称为线性变换 I ，, 

的直和，&为 


A = A X -T- ^4 2 + 


* * 畢 
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§ 5张置代数 

张量代数是利用张量积建立的一个与线性空间相眹系的代数 
结构，它也是多重线性代数中的一个基本概念. 

设 K 是域尸上一《維线性空时，我们定义 
T 0 (V)=F y 

T t ( V ) = V ®--® V(r 个 ）， r = 

如果 Q ， ， * *， e n 是 F 的一组基，那么 

^1®' ' .⑧〜、1，…， i , = 1，2 ,…， rt 
就是 A(F) 的一组基，而1就是 7VF) 的基，因之， T r (F) 的维数 
是？ i%r = 0，l，.*、 ' 

根据张量积的结合律，我们有同构映射 

^^ r ( V )® TAy )-^ T T ^ g ( V) t 

使 

「=* 必 ■. - 吻凡， r ，5>0 

利用这个同构映射，对于 

^0 yeT r ^ t ( V ) 9 

再利用上一节所说的同构映射 

F ^) V ^ V f 

对于我们定义 

k(^x = kx ,^<^)k = ka? t 

这样，我们就在％ ( F )4'( n ， •一 //\(「），〃. 的元素之间定义了 
一个乘法 * 乘法的结合律是显然的，即对于 
有 

^( y ® z ) = ( x ^ y )® z t 

其中 r，s,js>0. 

作7%(7)^ = 0，1,2，. •.这些空间的直和 



妇张：&代数 


3&9 


id 为 T ( V ) t 按分配律，上刖定义的乘法立即推广到 T(F) 的元素 
上. T ( n 作为一线性空阎，它有-个加法.不难验证，在这 
样的加法 G 乘法下成一环（验证留给读者）.显然，坏 T<F) 具有 
咕位元桌，乘法不适合交换汴.当然， ：T(F) 除去坏的结构外，述有 
一个线性空间的结构 . 

定义8 如上定义的代数结构 T(n 称为线性空间 F 的张董 

代数. 

7(10 这个代数结构本身并不具有很多有趣的性质，我们也不 
打算对它逬行什么讨论，但是它为以后的讨论提供了基础. 

§ 6交错化 


从这一节开始，我们假定域 f 的特征为 0. 

设7为域^上一 n 维线性空间，是 r 的一组基， 
•00 

打0=1]7\(?0是 F 的张景代数，我们知道，对于 r >0, 

r^O 


e ii ®- - -® …乂=1,2,…，《 

构成的一组基. 

令 I 表示 r 个文字的对称群，具体地说，&就是由集合 {1, 
2 ，-…， r } 上全体置换组成的群.对于任意的 a^S T7 我们定义 
^\(它）的一个线性变换为 . 

■你’ * ® 

仍用 CT 表示这个线性变换.例如，当 r = 

4 2 3 ), 

\2 3 1/ 


-m 
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也就是说^是对于基向请脚标的次序作詈换. 

定义3对 rr > 0 , 我们定义2\(7)的线性变换八14为: 




sgnOXt ®. — 


sgn ( cr ) 


r ： 


其中 sgnO) 表示^的符号，即 

当〃 为偶置换 
1，当^为莳置换^ 

而I：对 A 中全体 S 换求和.八士称为交错化变换. 
由线性变换^的定义不难看出，对于 
%® … ® a r eT r ( P ) 

有 


(7(0^® … 〜 r> , 

因之，我们有 

Alt r Ca !®- ，- ( g )« r ) 

^VT ^ sgn(^)o-(cr 1 (g)***cg)cr r ) # 

J • iT ^ S r 

下面来讨论线性变换 Ait T 的性质， 

定理9对于我们有 

Alt r - cr = cr * Alt r ^ sgn ( cr ) AW r ^ 

证明因为中元素全吋以表成形式为 

^1®* * *®0 f r 

的元素之和，所以在讨论线性变换的性质时，我们只;幕要考察线 
性变换在这种元素上的作用就行了. 

AlVcrtofiCg)* ■ -®a r ) 



sgn(r)r-f7(^,^* . .@0_ 


我们知道， 〔 sgil ( r ) y 二1，对所有的 T e ^ r? r 取遍仏 




J6 交排化 


40i 


中元素时， ra 也取遍 \ 屮元素.由此即得 
AU ， tr ( ofjS . ■ '( g ) a r ) . 


r ! 


sgn(cr) Z] sgn(r)sgn(a)r(a(a l (^> - 

TE ^ r 


=sgn(cj)^— H! sgn(ra)(rtr)(ear I ® ■ - *@a r ) 
r I T e^ r 


=sgn(a)^-- Y 2 sgn(r)r(ari® ■ - 
r 1 

= sgn ( ( r ) Alt ir (« 1 ®' * *( g ) o T )* 

于是 

Alt r *a = sgn(a) Alt r , 

间样可证 

tr* Alt r —sgn(cr)AIt rB 
定理告诉我们， Alt r 是可交换的 .■ 
推论 1 Ait^Alt, Alt,. 

证明 A\i T *An T (a l (^--^a r ) 


- Alt r (-i- 12 sgn(a)aO]® … ⑧ a r ) 


^ <r ^ i 




H (sgn((j)) 2 Alt r <^i@* * 

吩 r 

二 AltrOi®* ■ -®a r ), 

这里是闶 为心有 d 个元素，所以， 


Y1 (sgn(cr)) 2 = X] 1 =，!. 

O^zS T v€S t 

这就证明了 

Alt r . Ah r =AUh ■ 

山此可知， Alt, 是一个幂等元素 . 

推论 2 当 r>n 时， Alt, = 0 ， 
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证明设 A ， 6是线性空间 F 的一组基.我们知道， 
T r ( r ) 的一组基为 

■ 一®〜,，“，…乂 = 1，2, …，. 

因为所以不论脚标怎样取，在向量中总是冇两 
个是 -样的 ，誓如说， 1=^*. 令《=(#)，于是 

- q .® * • . ■ ‘®〜）. 

根据定理9,有 

AJt r (〜® … ( g )々 r ) 

= Alt , 疗… ( g )〜） 

^sgnCoOAUrO.i® .-.(g) 

— — Alt〆 、®，* .® h r )， 

由此即得 

Alt r ( e ik ® …@\) = 0, 

Alt T 把每个基向量变成零，当然 Alt y = 0. ■ 

这就是说，当在7\(0上 Alt T 是零变换 # 

- 推论3对于任意的有 
AU, + ,U®y ) = ( — 1 广 Alt … （ y ® 疋） • 

证明设 iP ^ cTi ®. • .® U 二於』 ® …®心 
取 

( 1 2 ■*• s 5 + 1 * r -h 

r 十 1 r 十 2 •_• r + s 1 .._ t / 9 

显然有 

由于 T r ( r ) 的元素全是上面这种形式元秦之和，也如此，而 
是线性变换，所以对于任意的0^7\(7)4 6'(「）也都有 

简单计算即得 

sgn (>) = ( — 1广， 






Ifi 交锫化 
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裉据定理立即推出所要的结论， ■ 

定义10 5 VO 中元素 T ( r >0) 称为反对称的，如果对 f 所 
有的 e & r 适合 

u{x) ^ sgn(<r) 

定理 ID 设；(/ >0)1 方是反对称的当且仅当 
Alt T ^? = 

证明如果$反对称 5 即 = 那么 

—^T- HI Sgn((T)(7(o：) 

HI (^gn(cr)) 2 ^ = J；. 

r 1 

反过来，如果心那么由定理 9 即得 

<7( ： r) 二 crAlt r ；r = skn<oO AU T ：tr = sgii(<r) ； r , 量 
定义 11 ^ 0 ( F ) = T 0 O 7 )-^， 

对于 r >0， K!O = Ak f T T ( F ). 

丑 f ( P ) 就是 All r 的象空间.由上面的讨论可知，当 r > re 时， 
KK ) 为零空间. 

推论设 TeT r ( T )( r > o) fl t 是反对称的当且仅当太 e 

证明由 Alt , 的幂等性可知，如果那么 Alt # 二 
即反对称. 

如果 f 反对称，那么 ■ 

由 Alt , 的定义可知，当 r -1 时， Alt , 就是恒等变换.以下我 
们约定 Alt 。 就是/上的恒等变换，这个约定与定义11是一致 

m . 

定理11对于 jsa ( p )， 我们有 
Mt T + ^ F ( Alt t ^ A ( x ^ y ) 0 z ) 

= Alt r + # +〆 
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证明以下证明只考虑 rjjX ) 的怙形，其余情形留给读^ 

者 . 

我们 先来证 明 

Alt T+S+Jl (A It r+a ) 55'^ ) — Alt r i " P ( xy ^ ) p 

対于 <t^ ： 6 \ +s , 我们定义 cj’£T S r+4+p ， cr’ 在 「 l,2，--.，r + s} 
_h 的作用 a 相同，而保持 {r + s-Tl f ^* t r-rs I p ) 中每个 jd 素 

不动 • 显然，映射 是心 +3 到的一个单一同态，而 1 
sgn(tr)^sgn(<r / ) t 

Alt rf 山 （ AlUxg^) 你） 

^ Al1 … 4( ( r 上 ” sgn(a)aU® ； y))cg^)_ 

= au t +3+ ， (^ y^jyr ^ 吒 找⑷咖®，)咖） 

-= Ah r+t+p ( ( r ^)1 ^ ^ 

^ (r^8)l ^ &BHor r )Alt r+t+P ^(^^y(g}z) 

= Alt … + p (_y ③ 2). 

至于第 2 个等式的证明，我们只要改变一下 H 换群的映射就 
行了 • 对于我们定义 Ve 6 r+a+J ， 它保持中 
毎个元素不动，而在炒+ 1广”，，十3十$}上的作用按顺序与0在 
{ 1 ， + • •+ jj } 上的作用相同 _ 显然，也是到 S t+s+p SiT 
一个单一苘态，且 s g nl » = sgti ( 〆 ）. 证明的其余歩骤完全一样 • I 

§ 7 外代数 

上面对于每个 T t ( F ) 我们定义了交错化变换 AIt r , 作它们的 
直和 y 

Alt = Alt 0 + Alt 』+ …， 

它是 r ( r ) 上的线性变换.根据以上的讨论我们有 






務 7 外代数 
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用五 （ F ) 表¥这个线性空间， 

在方（ ㈧ 上我们来定义一个新的乘法. 

定义12对于以 K ), 令 

X !\y : Alt (: r ③ y), 

称为 z ， y 的外乘积. 

设 

J 7~ - f - f * * * + - Fj , ? y = ^ yi + " * * ^ ? 

其中心， 16 五‘（「），名= 0，1，*.-，1按定义， 

j/a = Aitu ® y ) = Au ( 21! X ]^ i ® y >) 

i = D if = D * 


= I ： EAlU ,(^,® y ,). 

I — 0 j* r -= o 

对于 fee 私 （ k ) 五 （「 h 显然有 

k/\ j^ = x/\k 二 hx^ 

因之， ie ^ G ( TO 就是这个乘法的单位元素. 

由定理9推论2,对于 je 五 W )， 如果 r + s >' 
那么 $Ay = o . 

由定理 11 1 我们有 

x ^\ (y y ) t 

即外乘适合结合律. 

由定理 9 推论 3 ,对于 re 忑 r ( F )， yeKF )， 我们有 

$/\ y -( — i ) r ». 

特别地，对于 a ， 卢 eF = i ^( F ) 有 

a/、 芦二一芦八 a， 

由此即得，对于 ceL 有 


a 八 a = 0 • 
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因为 Tr(F) 的元素全可以表示成形式为 

• -® a r 

的元素的有限和，而 

AlttcTi® - - = * ，•八 a” 

所以五〆 F) 的元素全可以表示成形式为 

— ? a,eF) 

的元素的有限和. 

定义13五 （PO 在数量乘法，加法与外乘这些运算下所成的 
代数结构称为线性空间 F 的外代 數或格 拉斯曼 （Gras S marm> 代 

数. 

撇开数董乘法，五 （F) 是一具有单位元素的环，这个环有零因 

子. 

定理12设 F 为域丨上一》维线性空间， q ， 是 K 
的一组，基.于是 

1) 私 （F) 的维教是1，对于 八…八 其中 
6<“< …，构成五,（7)的一纽基，从而土'(7)的维數是 

2> E ( r ) 的维数是 2' 

证明 这里只需要证明，对于八，，.八 其中 
KhCGO—CLO, 构成五 r (F) 的一组基 就行了，其余的都是 
这个结 论的简单推论 

上面已经看到，允,（厂）中元素佥可以表示成 R 八...八〜这 
种元素的有限和，因而都可以表成 

'八 •■- /\ 艺“， i 、， ■…， l ， ■ • • ，《， 

这些允桌的线性组合 • 因为&八心 =— I八&，所以\，.*,，4,这 
些元素的外乘积，当次序不同时，最多相差一个正负号，由此 可知， 
超 〆「>的元素一定 °r 以被 

〜八… 八 在 w … <!’ r <n 




这些元素线性表 出. 下面来妊它们的线性无关性.我们知道， 

A ^ i f = Alt r ( e ix ( g )- - 

=去 [I Sgn(cr)cr(c, i ®"- -@^ iir ) 4 

，， 3 ^ 

如果其中 A ，."， 人也适合条件 
Jl < j 2 < m * - ，那么对于任意 tT ，7 6义，有， 

㊈ ，…®〜）， 

这就是说，在表示成中一组基元素的线性组合时，在 '八 
_ • _< K 〜 的不同元素中出现的基元素全 

不相同，因而它们线性无关.丨 

定义14万 〆 O 中的元素称为 r - 向最. 

下面我们将建立 r - 向置与 F 中 r 维子空间的联系_在达之前 
先证明 

定理13设〜，…， a r 6「. 0^八*..八疗,"^当且仅当0 1 ， 
线性相关， 

证明无妨假定 r > l . 因为 r = l 的情形是显然的. 

如果〜，••_，〜线性相关，甓如 说，〜 可以表成 q ，.. •，〜 M 
的线性组合， 

那么有 

« lA *" A « r ^ lAa r 

=«1 A * * P A « t - iA (& I^i 十… +& f _ i « r ^,) 
r-i 

= I：M i A* * ■ f\a y - 、 f\n. 

反过来，如果 《 o _* •，〜 线性无关，那么它们可以扩充成 F 的 
一组基，訾如说， 

a ly r ^ 1 ^ ， Pn-T 

是 F 的一组基*由定理12，〜八...，'是 E f { V ) 的一组基中的 
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一个元素，从而 

a ! A — ，卜 '.d \ 

在= : 1维欧氏空问中，向 M 之间可以定义X 乘.如果 a n ‘成 
—个二维子空那么 

a x fi 

就馇这个二 维子 空间的一个法向量.法向量 a x 々不彳 n . 唯一决定 
这个二维子空间，而 R 还给出这个二维子空间一个定向，如果再 
考虑到向量的度量性质，那么向 fia X 万的长度就等干以 a ， 疗为 
边的平行 pq 边形的面积，而向量 : a X #本身就可以认为是给出了 
这个平行四边形的定向而积.当 n >3时，在 w 维空间中，我们不 
再有 x 乘的概念.而外乘积正是 x 乘的一个推广. 

定理 M 设 P 是域/上一 a 维线性空间，砑是 P 的一个子空 
间 >T/M * ' * ) Vr 是设的一组基.于是 I- 向量 T = 1 八_.，八 7? f 除一 
非聿常敦倍外，放子空间汗所决定，且 

W = {a^_V lo/'xx^O}, 

证明设是胃的另一组某.于是我们有 
t\ = c uVi + …+ c lT rj T 


£ T = c Tl 7 h 十 • • • 十 c Tr ? j r ， 

其中直接计算即得 

G 八 ■ •. ACt=^(curn + * • • 八 ... 八 Oh 仉十 .* _ + c rr p r ) 

= i 亡“丨 rh/\ …八巧 t . 

这就证明了，除去可以差一非零倍数外，卜向量被 ir 
唯一决定，而与甚的选择无关.由定理13立即推出 

Tf={aeV|a 八 : r 二届 

定理14表明， r 〜向置〜八•… 八1 完全决定了子空间尿，如 
果 F 是一欧氏空间，那么按适当的方式在 EAV ) 中可以定义内 
积. T 是卜向量1八〃.八〜不但决定 r 子空间沐，而且 给出了 




$8 上的线性变换与对俱 ^ 

IV 的一个定向.卜向量仏八…八 t 的长度就等丁 Mh %， " ■，心 
张成的 r 维乎行体的体积.这岣就不细说了. 

如果在《维线件空间 K 中取定•组基 

,e B? 

那么 就是 的一组基，对 

i ~ r 维子空间卟，取一组基 tu , …，…，我们有 

h 八…八1 = 1>。■…右 i , 八…八 
其中把基向量 ^ L A *" A ^ r 按一定顺序排 
好，数组 

亡*] • * m t , * -< Ci T ^n 」 

就称为子空间研的普吕克 (PliickeiO 坐标.上面的讨论表明，在取 
定 F 的一组基之后，子空间完全被它的普吕克坐标决定，而瞀吕克 
坐标可以相差一个非零倍數. 

因为 r 维子空间 IF 的普吕克坐标可以相差一个非零常数，所 
以它可以看作 G — 1 维射影空间中的一个 点.〃 维线性空间中全 
体^维子空间可以看作是 G — 1 维射影空间中的一个子集合.可 
以证明，这个子集合是一代数流形，通常称为格拉斯曼流形. 

§8五( V )的线性变换与对偶 

设 r 是域 f 上一找维线性空间， a 是线性空间 f 的一个线性 
变换，我们已经定义过线性变换的张量积，即 个） 
是 r T ( r ) 到自身的线性变换.我们来证明，忍 r ( F ) 是这个线性变 
换的不变子空间.韦实上，对干 

a t ®-^a r eT r (V) r 

我们有 

*®>l)Alt T (cfi0* * -(g) cr T ) 

= .. »(g)A) - 1 - £] sgn(<7)^(0^* * .®a r ) 

T ' O ^ e-Sr 
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1 ^ 飞 

――^ sgn ( a ) a ( i 4 cr ,® …⑭ 4 er f ) 

^ I </^ JS T 

^= Ah T ( A ^)-^ A )( a x ( g )- 

这就是说，在 7\( F ) 上， （ A ® … ( gM ) 与 Alt r 是可交换的，因而 
Alt r 的象空_ A ( tO 是力的不变子空间. 

限制… •⑧ 4 在忑 〆 r ) 所得到的线性变换称为由 M 在 
上诱导出的线性变换.这个线性变换记为 
A 八 .^ AA(r 个）. 

由定义以及线性变换的张显积的性质立即得出：对于线性变 
换 4， B t 对干单位变换£有 

1. ( AA -' AA )(. BA -* AB )^( ABA ^- A ^ B )^ 

2 . 芯八…八茗是五 T ( F ) 上的单位 变换. 

3. 如果 A 可逆，那么 AAm _ AA 也可逆，且 

( A 八. •.八- 1 八 • .， 

对于 r 的对偶空间 K * 我们当 然也可以定义 U ” 与 
万 r ( F *)， 下面来建立犮 〆 P *) 到的一个同构映射. 

设 /!，♦••， 厂 er *， 定义 

(/ l @_ • + -，⑧ O ^/lOJ . . */ r (0 f r ), 

我们知道，这就给出了 y T ( r *) 到 7%( r )* 的一个同构 映射. 在这 
个映射下， 

/ l/V “ A / r ( ffl 八…八 CTr ) 
t / i 八， , r Afr(yj ^ sgn ( or ) a (« 1 ( g ) — *( g ) a f >^ 

= 7 T ? sgn ^/ iA ... 八/“〜⑴⑧…②〜⑺） 

- c? t ^9 r 

^7 r a ?t SgJlfa) * h ^ 卿 ( r ) f f u )® … ® f r … 

■ viz •> r * * rt - 9 ** 




的线性变换与对倜 



S g n ( » 2 丨广 ）1 

=六1/‘(《01 • 

在 F * 中取&，•_*, G 的对偶•_*，/，，即 
/,(~)=忒,， Li = l ， * * * ， n. 

我们 知道， n … n …的一组 

基，根 据以上计算，我们有 


洁，当 ( i ,， … ,0( ji ， …， j r >， 

h ， 当 （ il ，" - dr ) 尹 （ il ， …， ir )* 


这就是说，在上面这个同构映射下， E r { V ^) 的基八一八/^， 
]<; 1 <"+<^抑，映射到茗“ 7 )的基〜八.”八~， 1 < 1? . 1 <". 
<人<^的对偁 S ， 因而给出了 到的一个同构映 

射. 以后我们常常按这个同构映射把 A ( F _) 与五 t ( F ” 等间起 
来* 

向量的外乘积与线性空 M 的外代数在现代分析与微分几何中 
巳经是必不可少的 x 具，这里只最给 m 它们的基本的代数性质, 
至子如何应用江其它有关课程中将幺谈到. 
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习 思 

1. 设是域 jm ： 的线性空间.我们用 

Hom < r , wy 

代表仝本由 F 到皮的线件变换所成的集合 HomOMD h , 我们定义运算 
如下 * A , Be Hom { V , W) r ke F t 

(>4 + B)a - Aa-hBa, 

(kA}a = : k{Aa) 1 crEl r t 
证明 Jlomn ' W ) 在这样的运算下成一线性空间. 

Sr ， W 是域 F 上的线性空间，维数分别为1 m 3 而 &*■••， 
分別是 T ' W 的基，对于』 6 Hom ( r , tr )， 有 

AHU 1 + - 


Ae fc = o ltl r 7] +- 

我们狳矩阵 



为线性变换4在这两组*下的矩阵 + 证明，这个对应是由线性空间 Horn ( V t 
砰)到全沣 mxn 矩阵组成的线性空闽的一个同构映时， 

3- 设线性空的维数分别是 n ，™, 求 H 0 m ( r ， W ) 的维数. 

^ 设％分别是线性空间 F , 汗的基，线性变换 
Hom ( T ^ TF ) 在这两组基下的矩阵为作基变换 

W ， …， e : ) = (，■，***，£*)!% 

(>?“" •，心 ）= ( J 7 i ，* -、 v n ) Q . 

求线择变换 A 在新基下的矩阵. 

5. 设线性空间 P 与 FT 的维数分別是《与 m , AeHom ( F , FT ), 证明， 
与评中 可以分别取* £l , 

… f£” 丄 ，… 

私 ^=〜“ =1 ， … ， 7 ， 

叙述与之联系的关千矩阵的结果， 









m 
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6* 设 F 为域 P 上一《维线性空间 ， r * 是 F 的对偶空间.对于 +空时 
疋定义 

aim ( TT ) = {/6 F * |/( a ) = D 对 a 6灰}. 

因为 r 可以看的对偶，所以对子子空 f n K 7 eF' 同样可以定义 ann((7)， 
证明 


1) (^{anntH^)) = —d(H) T 

2) ann ( annCH r >> — 

3 ) 如泯 d ( vn < n , 那么有非零的 / er •，使 / i >) = o 对所有的 
( d ( A ) 表示 X 的维数人 

7 - 设「为域 F 上的 一 《维线性空间为 F 的对偶空间，&.•*,〜为 F 
的-组甚，/_，••*,/.为对偶基.如果 J ?” …， I 是 F 的另一组基， 

(71，… dnX 。 ，…， 

求由 / i ， " ■ ,/ n 到1，+ * + 的对基的 ii 逋矩阵， , 

S - 设厂是域/ 7 上-^维线性空间，为 F 的对偶空间 g 为 F 的 
—组基 i , ■.• 为对偶基.定义间构映射 ip :为 

— f it t —1, —- y tt + 

证明，随着基的不同这样定义的同构映射-•般是不苘的 + 

9* 设 F ， 疋是域 F 上的有限维线性空间， F ' TF * 分别是它们的对偶空 
间. 

1) 对于给定的义疋），对于任意的 gew * t 证明存在唯一的 

fev %^ 


f(o)^g{Aa) f aeV m 

2) 证明，上面定义的映射是 TF * 到 F * 的一个线性变换.这个线性 
变换记为 A \ 

3) S 明义 f +乂 41 是 Hom ( r ，]^) 到的一个线性变换. 

在对偶基下， A 与4*的矩阵有什么关系 7 

10,设妒是域尸上两个有限维线性空间，令 
F °-{ aeF |/( dr 3 ^> = 0 对所有的芦6疋}， 

Tr = { p e 『|/ (atJ0);=o 对所有的 
J ) 证明，是子空闽； 
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2) 如果证明同样，如果那么 
d(V) f 

3) 对于商空间 r/p 与胪/胪 •的元 索 a+P 与^+怀*定义 

/ {a + K a ^+ TT fl >=/( a^X 
证明，这个定义是合理的，且 /ep(r/:r,fi7Tr：h 
钲明， d(r/F fl ) = d (汗7曹 

11， 〈定理 7的后一半)设 F 与识是域 F 上线性空间.证明存在一间构 
映射沪：使 


^® 0 )= 0 ®€ t t a ^ v r 0 ^ w , 
12. 设域 P 上线性空间 r 有直和分解 


令 




13* 设 d 为域 Finxn 矩阵， B 为 wxm 矩阵，证明 
1) 与相似 j 
« \ A ® B \ = lA \ m lB }\ 

^设 K 是域 F 上一 „维线性空间.定义映射 


为 




(0*加))03 )=矣 f ⑽ a “ 

证明#为一同构映射，且 

- trC 9? (/® 0f )) = / U) f 
其中 t r 去示线性变换的迹 + 

设是 嫌萝上 的有限维线性空间，定义双线性映射炉 l 


证明 






m 


41.? 


其中 Aeu , ew ,， i = i ，2. 

is . 设 r 是域歹上任一线性空间，5为7的一个子集合.没採为 F 的」 
组基，如果 

1) s 的任意一个有限子集合都线性无关， 

2) r 中侮一个向 置都可 以表成 s 中有限多个向量的线性组合. 

设厂是 I 维线性空间的基 ， r = i ,2--. 作直 

■ 

和 r = ^ r „ 证明集合 

r -9 

是 F 的一组基. 

17. 设 r 是域 F 上一有限维线性空间， 证明 r 的张量代数 T ( F ) 无零 
因子_ 

18设域 f 的特征为0, F 是域 F 上一有限维线性 空间. 对于 re 
TXV ) t 定义 

sym ( i -)= "- 22 

• 1 a€Jr 

证明 

1) sym<r ~o , sym = sym f 

2) sym 1 = syni, 

3) symx = 3 F 当且仅当 ffO )=: r 对所有的占 r , 

19 •设域，的特征为 0, F 是城 F 上一有限维线性空间 • 对于 ： re 
KDjerxr ), 证明 

% 

Alt r+i (Alt r <x)@y) 

= Alt … U®A 】 l.(y)> 

= A】t … 0@ y ). 

20. 符号同上_在中用/代表线性变换 A 】 t 的梭，即 

卜 {xer(「）fAUU 卜 0}_ 

证明 

1) /是7 1 (「）的一个双边理想. 



4 iti 窠九盍多聆残性代敎初止 ■ 


2) I n 

3) T ( V)-~=I + E ( V )， 

4) 忍 （ F ) 二 T ( F )/ f . , 

21- 设 域尸的特征为 0 A - 是域尸上- 1维线性 力间 士， 一-，6是 F 的一 
■ • 对于任息取定的忍 m ( F ), 对于任意的 ye ^ T ，其中 ( KVO , 我 
们有 

^Ay^f t (y)e ] A--Ae„ r 

iiE 叨 

1) h 是！ f (TO 的〜个线性函数. 

V 映射 奶 + h 追 到！ r ( F *) 的一个同构映射. 
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— 画 

一元多项式坏141 
—元形式幕级数环 m 
.次间佘方稈17 
-次间余方程组17 
一较线性群31 

—画 


二元关系 1 
二次数域170 
二次根式扩张链3兆 
二面体群34 

三画 


下畀 22 
上界22 
子幺半群109 
子坏 53 
子群37 
〜的指数 11T 
子換202 
子域 57 
幺半群 108 
〜的同态 J09 
〜的间构 J09 
〜的同余关系109 


幺环55 
〜的忡征 I5S 
叉同态 354 

四面 

无 M 辕 231 

无限群33 

无限焴坏群75 

不动点80 

不动元素91, 297 

不动域(域的自间构群的 ）297 

不叮分元素270 

不可分扩张270 

不可分多项式270 

不可分解的群103 

不可约宇113 

不可约元柰166 

不可约浬想 1&8 

不可约摸216 

不变因子236,238,248, 

不变量(主理想坏上自由模的子檫 
的 ）23 S 

不相交的轮换 3 S 
互素 13 
内构 
内自 N 栲群 86 
内 it 和 124,396 
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中心化子 94 

中间域 256 

公因子 12,166 

分式坏 137 

分圆域 2 昍 

分圃多项式 2 S 0 

分裂域（多项式的 > 262 

反对称的403 

方程的根式解3加 

方程可用根式解的判别准则328 

方幕33 

双边理想 60 

双陪集 117 

尺规作图335 

五面 

正负整数9 
正规子群46 
正规化子97 
正規扩张265 
正親闭包2拥 
可比较的22 
可分元索270 
可分扩张270 
可分多项式270 
可分闲包275 

可用尺规作图的判別法336,339 
可解群82 

左平移 J 3 
友正则表示邛 
友陪集 39 
衣 (右) 理想明 


左（右） 芩因户 55 
左（右） 及 - 模200 
右乎移43 
右正则表示43 
右陪集39 

本原兑桌（一个扩域的 ）283 
本原多项式179,193 
本原》次单位根 278 
平凡子群38 
平凡理想60 
布尔 （ Boole ) 坏 161 
四元 数沐別 

四次多项式的三次预解式312 
因了 降链 168 - 
代数元143 
〜的次数 
代数无关1朽 
代数扩张258 
代数闭包261 
代数关系145 
代数运算29 
代数数261 
代数基本定理258 
代数整数170 
代数整数坧 in 
生成 128,144»207,256 
生成元73,128 
生成关系115 
外代数 4G6 

钋自同构群町 
外直和39包 
外乘积 . 40f 


主理想 123 
半群 111 
讨称群 35 
对换 36 

对偶空间 382,409 

对偶基 383 

皮阿诺 （ Peano ) 公理 5 

弗罗贝紐斯 （ Frobenius) 自间构 277 

六画 


共铌元 89 

共轭类94 

共轭子群89 

共轭子坺303 

共轭变換89 

西罗 （ Sylow ) j > -子群96 

西罗定理 95,96 ' 

有限表现 115 
有限生成群 73 

有限生成模(主理想环上的 > 207 

〜的秩224 
有限扩张253 
〜的次数25含 
〜的基258 
有限域275 
有限循环群74 
有限群33 

有限阿贝尔群的恃征标362 
有限阿贝尔群的指数361 
轨道90 
因子 12,165 
因式147 


同态映射（或冋态） 

109.203.257 
〜的象 45 
〜的核45 

同 构映射(或同构） 

203.257 
同余 15,109 
同余式16 
自由的 221 
自由 幺半群 111 
自由群113 
自由模207 

〜的秩 210 
自同态环 

交换群的〜198 
槟的〜206 
自同构85 
自冏构群 as 
自然映射4 
自然间态49 
自然数 5 
多元多项式环143 
多项式 
〜的根 143 
〜的次数146 
〜的容度179 
多项式函数153 
多電钱性函数385 
多重线性变換385 
全变换群35 
传递的91 
华罗庚定理 lfid 
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华饵等式162 
齐性空间 GO 
交换坏 56 
交换群33 
交错化399 
交错化变换400 
交错群 

〜的单性 79 
宁 111 

次正规子群列 1 CM 
次数关系259 

孙了定现（中网剎余定评） lg ,127 
负元素10 
阶理想205 
合成群列104 

七画 

形式铕商268 
投射模 21 S 
扭元紊 221 
扭模221 
余数11 
余数定理147 

希尔伯特 ( Hilben ) 定理90 356 

希尔伯特基定珣186 ^ 

体57 

伽当-布劳厄尔华 (Carun Bra - 
uer - Hua ) 定理 162 
伽罗瓦 （ Ga 】 ois ) 群296,307,318 
伽罗瓦扩张297 
伽罗瓦对应 302 
伽罗瓦理论的基本定理301 


佐恩评25 
序 7 
完仑不变量 
槟的〜236 

有限生成的阿贝尔群的〜242 
完全反象45 
完全域2&2 
完全剰余代表系16 
完全群 sa 
良序7,24 
良序集合24 
良序定理 24 
初等闪了 1 236 

初等；)群 317 

初等 P 群到加法群打的特征标 
369 

纯子模252 
纯不可分元素275 
纯不可分多项式275 
纯不叮分扩张275 
阿尔廷 - 薛弗侣 （ Artin - ChevaUey ) 
定理 163 

阿贝尔 （ Abel ) 扩张 322 
阿 贝尔冉 菲尼 （ Ruffini > 定理 
331 

张董积 3 fi 9 
张董代数399 

八面 

环 51 

〜的单位元素 55 
环间构 54 



外间态 5 & 

环冋态定坪 m 
环的反 M 构129 
坏的反⑴， if 构129 
环的右（左）乘 109 
极大圮素22 
极小 i 素22 

1 1 

极小多项人 149,243 
极 A ： 原理 25 
极人条件184 
极人上 规了群 83 
极 A ； 邱想 131 

拉格朗 H ( Lagratige ) 定评 40 
拉格朗 n 预解式 323 
直和 99, ]24 t Z 13,397 
欧儿里得幣坏 169 
欧拉 费尔 4定押19 
欧拉函钕18 
奇置换 38 
轮换 35 

若当 （ Jordan ) 块 247 
?1 : ，间态 159 

范钕 285 
图象 A 

阐形的对称群34 
变换幺节群109 
变换群37 
单一冋态45 
单位（或吋逆元桌 ） 55 
单位群55 
单位元素32,55 
单群77 


单环 ]57 
单扩张 25 G 
黾代钕扩张257 
单超越扩张257 
单根268 
单根式扩张320 
谐孓根134 
蚋数 153 
线性函钕381 
线性无关 ( R -) 

九画 

相伴165 
相伴矩阵244 
fe 准分解式15,176 
.屯根 £68 
复合域305 

复化 R h 线性 空间的 ） 395 

迹285 

逆兀素32 

选杼公种 . 23 

选抒函数 23 

绝对值 10 

除法算 A 11 

既约刺余代表系18 

费尔马 （ Fermat ) 素数 W2 

十 a 

素元桌1邱 
素域65 
素数14 
素理想 131 






根式扩张 320 
根式扩张链 320 
格拉斯曼 (Grassmami) 流形 409 
贾柯勃逊 (Jacobson) 定理 160 

真因子165 
W 分解174 
换位7 1 74 
换位子群74 
倍式147 
倍数12,165 
矩阵（主理想整环上的） 

〜的等价238 
〜的不变因子238 
〜的 坛准形 23S 
〜的有理标准形 245 
〜的若当标准形246 
乘 性子集137 
特殊线性群31 

爱森斯坦 （ Eisenstein ) 多项式183 
爱森斯坦判別法 1 S 3 
递归定理5 
布斯 ( Gauss ) 引理180 
高斯整数环171 
库狀 （ lCummcr)t 张 361 
诺恃 （ Noether ) 方程 354 
诺特环184 

陪集39 , 

〜的代表40 


十一画 

理想 G 0 
〜的交 J 20 
〜的和 120 
〜的积 125 
〜的根 68 
理想升链168 
基 207 
基域 256 
域 56 

〜的特征63 
域扩张郎 e 

唯一 因子分解整环（布斯整环） 

173 

偏序22 
〜集合22 
ffl 置換38 

第一坛准分解（主理想环上有限生 
成模的 ） 230 

第二耘准分解(主理想环上有限生 
成模的 ） 232 
第二数学归纳法 
商幺半群110 
商环61 
商域 134 
商集3 
商群 

商槙202 

添加（生成 ） 256 



+ 二 ffi 

轺限归纳法原理24 
超越元143 
最小元素23 
最小公倍数176 
最大 X * 23 
最太公因子12，166 
嵌人映射45 
剩余类 

掮环扩张 31 S 
循环模204 
循环群 n 
链 ZZ 
幕集1 

幕等元158,401 
幕零元素68 
冪 ，理想152 
强拟正则元159 

十三画 

零化子205 
零同态58 
置换35 

凯莱 （ Cayley ) 定理 42 
数学归纳法原理5 
满同态45,59 
群30 

群93 

西罗 P 子群 》e 
群的阶33 


群间构41 
群同态44 
群同志基本定理49 
群的同态定理打 
群的中心 S 6 
群(在一集合上的）作用88 
〜的等价90 
如实的〜90 

十 Q 面 

模 200 

FCA ]- 模205 
jj - 模228 

槟同态 <及-同态 ） 203 
模同构（及-同构 > 203 

槟冏态基本定理203 
模的间态定理203 
模数15 
稳定子群91 
算术基本定理14 

+五面 

墨比乌斯 （ M 5 bius ) 函数打 
墨比乌斯函数的反演公式 

十六面 

整数8 

整数槟 n 的环 16,62 
整除 12,147,165 
聲坏56 



